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Integraalilaskenta on yksi matematiikan kulmakivistä. Lukiossa sitä opetetaan osana pitkää ma-
tematiikkaa, jossa sille on varattu oma yksittäinen kurssinsa. Tutkielman Luvussa 1 tutustutaan
alkuun, miten integraalilaskenta esiintyy lukion opetussuunnitelman perusteissa, jonka jälkeen Lu-
vussa 2 esitellään lyhyesti erilaisia oppimiskäsityksiä. Edelleen Luvussa 3 tarkastellaan opetus-
suunnitelman perusteissa esiintyvien keskeisten käsitteiden määritelmiä ja niihin liittyvää teoriaa.
Tutkielman päätarkoitus on analysoida lukion pitkän matematiikan oppikirjasarjoja integraalilas-
kennan osalta. Luvussa 4 tutkitaankin toisaalta kirjasarjojen eroavaisuuksia ja toisaalta suhdetta
opetussuunnitelman perusteisiin ja Luvussa 3 annettuihin keskeisiin käsitteisiin. Lopuksi Luvussa
5 tehdään lyhyt yhteenveto.
Integraalilaskenta rakentuu kahden peruskäsitteen, integraalifunktion eli määräämättömän inte-
graalin ja määrätyn integraalin eli Riemannin integraalin varaan. Integraalifunktioita etsittäessä
eli integroitaessa määritetään ne funktiot, joiden derivaattafunktio tarkasteltavalla reaalilukuvälillä
tunnetaan. Määrätty integraali puolestaan on lähtöisin pyrkimyksestä määrittää epänegatiivisen,
jatkuvan funktion käyrän kaaren ja x-akselin väliin jäävän alueen pinta-ala suljetulla reaalilukuvälil-
lä. Tällaista aluetta voidaan arvioida suorakulmioilla jakamalla tarkasteltava väli osaväleihin ja va-
litsemalla kultakin osaväliltä sitten mielivaltainen piste, jossa lasketaan funktion arvo. Kun nyt en-
sin lasketaan osavälin ja edellä saadun funktion arvon tulo jokaisella osavälillä ja sitten summataan
näin saadut tulot yhteen, niin saadaan erään suorakulmioista koostuvan monikulmion pinta-ala.
Kun sitten kasvatetaan osavälien lukumäärää siten, että samalla pisimmän osavälin pituus lähenee
nollaa, niin havaitaan geometrisesti, että saadaan mielivaltaisen tarkasti edellä tarkasteltavan funk-
tion ja x-akselin välistä aluetta myötäilevän monikulmion pinta-ala. Jos vastaavaan raja-arvoon
päädytään millä tahansa jaolla, jossa pisimmän osavälin pituus lähenee nollaa ja mielivaltaisella
jonolla, jossa funktion arvot lasketaan, niin sanotaan, että funktio on integroituva ja edellä saatu
raja-arvo on funktion Riemannin integraali yli tarkasteltavan välin. Määritelmä annetaan usein sul-
jetulla välillä rajoitetulle funktiolle. Määritelmä voidaan antaa yhtäpitävästi niin sanottujen ala-
ja yläsummien avulla, kuten tutkielman Luvussa 3 tehdään. Analyysin peruslause kertoo, että sul-
jetulla välillä jatkuvan funktion Riemannin integraali on yhtä suuri kuin tarkasteltavan funktion
jonkin integraalifunktion välin loppu- ja alkupisteessä saamien arvojen erotus.
Edellä saadut käsitteet esiintyvät myös lukion integraalilaskennassa. Oppikirjasarjat käsittelevät
määräämätöntä integraalia kutakuinkin samalla tavalla kuin yllä, mutta määrätyn integraalin esit-
telyssä on eroja: esimerkiksi kirjasarjat Pitkä matematiikka ja Laudatur antavat määrätyn inte-
graalin määritelmän Analyysin peruslauseena, kun taas Matematiikan taito, Pyramidi ja Lukion
Calculus käyttävät yllä kuvatun kaltaista lähestymistapaa. Kirjasarjoissa on muutenkin paljon eroa-
vaisuuksia: esimerkiksi Matematiikan taito ja Pyramidi ovat muita huomattavasti teoreettisempia ja
käyttävät paljon enemmän yliopistomatematiikan kaltaista notaatiota. Kaikki kirjasarjat vastaavat
kuitenkin opetussuunnitelman perusteissa asetettuihin oppimistavoitteisiin ja keskeisiin sisältöihin.
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Johdanto
Ta¨ma¨ tutkielma ka¨sittelee nimensa¨ mukaisesti integraalilaskentaa lukiossa ja
lukion oppikirjasarjoissa. Luvussa 1 tutustutaan alkuun lukion opetussuunni-
telman perusteisiin, erityisesti silta¨ osin, mita¨ opetussuunnitelman perusteet
sanovat integraalilaskennasta lukiossa.
Tutkielman pa¨a¨kohtana on Luvussa 4 tehta¨va¨ oppikirja-analyysi. Ana-
lyysissa¨ on viiden, lukioissa valtakunnallisesti ka¨ytetta¨va¨n, pitka¨n matema-
tiikan oppikirjasarjan kursseja Integraalilaskenta, Numeerisia ja algebrallisia
menetelmia¨ seka¨ Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi varten kir-
joitetut oppikirjat, siis yhteensa¨ 15 teosta. Kahden ja¨lkimma¨isen kurssin osal-
ta rajoitutaan luonnollisesti tarkastelemaan vain teosten integraalilaskentaa
koskevia osia.
Oppikirja-analyysissa¨ keskityta¨a¨n muun muassa kirjojen la¨hestymistapo-
jen ja sisa¨lto¨jen analysointiin seka¨ erityisesti siihen, kuinka oppikirjat koh-
taavat lukion opetussuunnitelman perusteissa asetetut oppimistavoitteet ja
keskeiset sisa¨llo¨t. Oppimateriaalin struktuurin pedagogista analysointia var-
ten Luvussa 2 tutustutaan lyhyesti erilaisiin oppimiska¨sityksiin. Huomiota
kiinniteta¨a¨n erityisesti siihen, kuinka uusiin ka¨sitteisiin pa¨a¨sta¨a¨n ja miten ne
linkittyva¨t aikaisempiin ka¨sitteisiin ja opiskelijan aiempaan tietoon. Tarkas-
telun kohteina ovat muun muassa opiskelijan motivointi, kirjojen esimerkit
ja harjoitustehta¨va¨t.
Kirjojen matemaattisen sisa¨llo¨n osalta kiinniteta¨a¨n huomiota erityises-
ti matemaattisten ka¨sitteiden ma¨a¨ritelmiin, ka¨ytettyihin merkinto¨ihin, ab-
straktiotasoon ja esityksen ta¨sma¨llisyyteen. Analysointia varten Luvussa 3
esiteta¨a¨n opetussuunnitelman perusteissa esiintyvien keskeisimpien ka¨sittei-
den ma¨a¨ritelmia¨ ja teoriaa. Ta¨ma¨n teorialuvun ka¨sitteiden ma¨a¨ritelma¨t poh-
jautuvat yliopistomatematiikkaan, la¨hteina¨ ka¨yteta¨a¨n muun muassa teoksia
[1], [20], [24] ja [28].
Luvut 1, 2 ja 3 yhdessa¨ muodostavat tutkielman teoreettisen viitekehyk-
sen. Tutkielman tarkoituksena ei ole kuitenkaan asettaa oppikirjoja parem-
muusja¨rjestykseen, vaan tutkia oppikirjojen eroavaisuuksia ja suhdetta ope-
tussuunnitelman perusteisiin. Lukua 3 voi soveltuvin osin ka¨ytta¨a¨ kertaavana
ja syventa¨va¨na¨ materiaalina lukiossa tai mahdollisesti korkeakouluissa ker-
taustarkoituksessa. Lukijalta edellyteta¨a¨n pohjatietoina analyysin perusteita
differentiaalilaskennan osalta. Lukuun 3 soveltuvia hyvia¨ harjoitustehta¨via¨
lo¨ytyy muun muassa teoksesta [28]. Tutkielma pa¨a¨ttyy yhteenveto- ja poh-
dintalukuun 5.
Integraalilaskennan voidaan hyva¨lla¨ syylla¨ sanoa olevan yksi matematii-
kan kulmakivista¨, silla¨ sen ka¨sitteisto¨ ja menetelma¨t muodostavat perustan
useiden luonnontieteissa¨ ja tekniikassa esiintyvien ongelmien analysoinnille,
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mallintamiselle ja ratkaisemiselle. Integraalilaskennan perusideat hahmot-
tuivat jo antiikin aikoina, mutta muun muassa Isaac Newton ja Gottfried
Wilhelm Leibniz seuraajineen kehittiva¨t integraalilaskentaa 1700- ja 1800-
luvuilla suunnilleen ta¨ssa¨ tutkielmassa esitetta¨va¨a¨n muotoon. Integraalilas-
kennan perusteiden ymma¨rta¨misen voidaan katsoa kuuluvan matemaattiseen
yleissivistykseen ja siksi myo¨s osaksi lukion matematiikan oppima¨a¨ra¨a¨. Lu-
kiossa integraalilaskentaa on opetettu 1900-luvun puoliva¨lista¨ la¨htien. [25,
s.3], [26, s.3]
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1 Integraalilaskenta lukion opetussuunnitel-
man perusteissa
Ta¨ssa¨ kappaleessa tutustutaan lukion opetussuunnitelman perusteisiin ja eri-
tyisesti siihen, mita¨ opetussuunnitelman perusteet sanovat integraalilasken-
nasta lukiossa. Keskeisessa¨ asemassa ovat opetussuunnitelman opiskelijalle
asettamat tavoiteet ja kurssin keskeiset sisa¨llo¨t.
1.1 Lukion opetussuunnitelman perusteet
Lukio-opinnot koostuvat pakollisista, syventa¨vista¨ ja soveltavista kursseis-
ta valtioneuvoston asetuksen (ks. esim. [2, LIITE 3]) mukaisesti. Valtakun-
nallisten pakollisten ja syventa¨vien kurssien lisa¨ksi lukioissa voidaan tar-
jota ylima¨a¨ra¨isia¨ syventa¨via¨ ja soveltavia kursseja. Syventa¨va¨t kurssit liit-
tyva¨t pa¨a¨asiassa pakollisiin kursseihin soveltavien kurssien ollessa enemma¨n
eheytta¨via¨ kursseja, jotka mahdollisesti sisa¨lta¨va¨t aineksia eri oppiaineista.
Soveltavat kurssit voivat olla myo¨s menetelma¨kursseja taikka saman tai muun
koulutuksen ja¨rjesta¨ja¨n tarjoamia ammatillisia opintoja tai lukion tehta¨va¨a¨n
muuten soveltuvia muita opintoja. [2, s.15]
Lukioissa ka¨ytetta¨va¨t kunta- tai lukiokohtaiset opetussuunnitelmat laadi-
taan valtakunnallisiin lukion opetussuunnitelman perusteisiin [2] perustuen.
Opetussuunnitelmaa laadittaessa otetaan huomioon lukion toimintaympa¨ris-
to¨, paikalliset arvovalinnat ja osaamisvahvuudet, esimerkiksi matematiikkalu-
kiossa tarjotaan useampia syventa¨via¨ kursseja kuin valtakunnallisesti. Ope-
tussuunnitelman tulee sisa¨lta¨a¨ kaikkien kurssien tavoitteet ja sisa¨llo¨t ja se
ta¨ydenta¨a¨ seka¨ ta¨smenta¨a¨ opetussuunnitelman perusteissa esitettyja¨ keskei-
sia¨ tavoitteita ja sisa¨lto¨ja¨. Opetus lukioissa ja¨rjesteta¨a¨n opetussuunnitelman
pohjalta. Ta¨ssa¨ tutkielmassa keskityta¨a¨n kuitenkin siihen, miten integraa-
lilaskenta esiintyy valtakunnallisissa lukion opetussuunnitelman perusteissa.
Nykyisin ka¨yto¨ssa¨ olevat lukion opetussuunnitelman perusteet ovat vuodelta
2003 ja niita¨ on tullut noudattaa 1.8.2005 alkaen.
Lukion matematiikka jaetaan lyhyeen ja pitka¨a¨n matematiikkaan. Pitka¨s-
sa¨ matematiikassa on kymmenen pakollista kurssia ja kolme valtakunnallista
syventa¨va¨a¨ kurssia. Integraalilaskenta lukiossa esiintyy osana pitka¨a¨ mate-
matiikkaa, sen pakollisessa kurssissa 10, Integraalilaskenta, seka¨ syventa¨vissa¨
kursseissa 12, Numeerisia ja algebrallisia menetelmia¨, ja 13, Differentiaali-
ja integraalilaskennan jatkokurssi.
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1.2 Oppimistavoitteet ja keskeiset sisa¨llo¨t
Lukion opetussuunnitelman perusteissa todetaan pitka¨n matematiikan op-
pimistavoitteiden ja opetuksen keskeisten sisa¨lto¨jen kohdalla yleisesti muun
muassa seuraavaa [2, s.118]:
• Matematiikan pitka¨n oppima¨a¨ra¨n opetuksen tehta¨va¨na¨ on antaa opis-
kelijalle matemaattiset valmiudet, joita tarvitaan ammatillisissa opin-
noissa ja korkeakouluopinnoissa.
• Matematiikan opetustilanteet tulee ja¨rjesta¨a¨ siten, etta¨ ne hera¨tta¨va¨t
opiskelijan tekema¨a¨n havaintojensa pohjalta kysymyksia¨, oletuksia ja
pa¨a¨telmia¨ seka¨ perustelemaan niita¨. Tavoitteena on rohkaista opiskeli-
jaa kokeilevaan ja tutkivaan toimintaan, ratkaisujen keksimiseen seka¨
niiden kriittiseen arviointiin.
• Opiskelijaa ohjataan hahmottamaan matemaattisten ka¨sitteiden mer-
kityksia¨ ja tunnistamaan, kuinka ne liittyva¨t laajempiin kokonaisuuk-
siin. Tavoitteena on, etta¨ opiskelija oppii na¨kema¨a¨n matemaattisen tie-
don loogisena rakenteena ja oppii arvostamaan esityksen ta¨sma¨llisyytta¨
seka¨ ka¨ytta¨ma¨a¨n matematiikan kielta¨ ja seuraamaan matemaattista
tekstia¨ tai esitysta¨.
• Opetuksessa tutkitaan matematiikan ja arkiela¨ma¨n va¨lisia¨ yheyksia¨
tarjoamalla opiskelijalle selkea¨ ka¨sitys matematiikan merkityksesta¨ yh-
teiskunnan kehityksessa¨ sovellusmahdollisuuksineen. Era¨a¨na¨ tavoittee-
na on harjaannuttaa opiskelija mallintamaan ka¨yta¨nno¨n ongelmatilan-
teita seka¨ hyo¨dynta¨ma¨a¨n erilaisia ratkaisustrategioita.
• Tavoitteena on myo¨s, etta¨ opiskelija oppii ka¨ytta¨ma¨a¨n teknisia¨ apuva¨-
lineita¨ ja tietola¨hteita¨ opiskelunsa tukena.
• Kurssikuvausten va¨ljyytta¨ voidaan ka¨ytta¨a¨ resurssien salliessa keskeis-
ten sisa¨lto¨jen syventa¨miseen ja eheytta¨vien kokonaisuuksien muodos-
tamiseen.
Kurssin Integraalilaskenta tavoitteet kuvataan seuraavasti [2, s.123]: Ta-
voitteena on, etta¨ opiskelija
• ymma¨rta¨a¨ integraalifunktion ka¨sitteen ja oppii ma¨a¨ritta¨ma¨a¨n alkeis-
funktioiden integraalifunktioita,
• ymma¨rta¨a¨ ma¨a¨ra¨tyn integraalin ka¨sitteen ja sen yhteyden pinta-alaan,
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• oppii ma¨a¨ritta¨ma¨a¨n pinta-aloja ja tilavuuksia ma¨a¨ra¨tyn integraalin
avulla,
• perehtyy integraalilaskennan sovelluksiin.
Kurssin keskeisiksi sisa¨llo¨iksi asetetaan:
• integraalifunktio,
• alkeisfunktioiden integraalifunktiot,
• ma¨a¨ra¨tty integraali,
• pinta-alan ja tilavuuden laskeminen.
Kurssin Numeerisia ja algebrallisia menetelmia¨ tavoitteina [2, s.124] puoles-
taan on, etta¨ opiskelija
• oppii ymma¨rta¨ma¨a¨n absoluuttisen ja suhteellisen virheen ka¨sitteet ja
niiden avulla likiarvolaskujen tarkkuutta koskevat sa¨a¨nno¨t peruslasku-
toimitusten tapauksessa,
• ymma¨rta¨a¨ iteroinnin ka¨sitteen ja oppii ratkaisemaan yhta¨lo¨ita¨ numee-
risesti,
• oppii tutkimaan polynomien jaollisuutta ja ma¨a¨ritta¨ma¨a¨n polynomin
tekija¨t,
• oppii algoritmista ajattelua,
• harjaantuu ka¨ytta¨ma¨a¨n nykyaikaisia matemaattisia va¨lineita¨,
• oppii ma¨a¨ritta¨ma¨a¨n numeerisesti muutosnopeutta ja pinta-alaa.
Keskeisiksi sisa¨llo¨iksi asetetaan:
• absoluuttinen ja suhteellinen virhe,
• Newtonin menetelma¨ ja iterointi,
• polynomien jakoalgoritmi,
• polynomien jakoyhta¨lo¨,
• muutosnopeus ja pinta-ala.
Viela¨ kurssin Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi tavoitteina [2,
s.124] on, etta¨ opiskelija
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• syventa¨a¨ differentiaali- ja integraalilaskennan teoreettisten perusteiden
tuntemustaan,
• ta¨ydenta¨a¨ integraalilaskennan taitojaan ja soveltaa niita¨ muun muassa
jatkuvien todenna¨ko¨isyysjakaumien tutkimiseen,
• tutkii lukujonon raja-arvoa, sarjoja ja niiden summia.
Keskeisiksi sisa¨llo¨iksi asetetaan:
• funktion jatkuvuuden ja derivoituvuuden tutkiminen,
• jatkuvien ja derivoituvien funktioiden yleisia¨ ominaisuuksia,
• funktioiden ja lukujonojen raja-arvot a¨a¨retto¨myydessa¨,
• epa¨oleelliset integraalit.
Edella¨ olevista pitka¨n matematiikan yleisista¨ tavoitteista huokuu nykyai-
kainen oppimiska¨sitys, jossa opiskelija na¨hda¨a¨n aktiivisena tiedon rakentaja-
na. Opetussuunnitelman perusteiden kolmannessa luvussa Opetuksen toteut-
taminen [2, s.14] todetaankin, etta¨ opetussuunnitelman perusteet pohjautu-
vat oppimiska¨sitykseen, jonka mukaan oppiminen on seurausta opiskelijan ak-
tiivisesta ja tavoitteellisesta toiminnasta, jossa ha¨n vuorovaikutuksessa mui-
den opiskelijoiden, opettajan ja ympa¨risto¨n kanssa ja aiempien tietorakentei-
densa pohjalta ka¨sittelee ja tulkitsee vastaanottamaansa informaatiota. Uusi
tieto rakentuu siis suhteessa aiempaan tietoon. Lisa¨ksi opiskelumuotojen tu-
lisi olla mahdollisimman monipuolisia ja siten opiskelijoiden yksilo¨llisyyden
huomioon ottavia.
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2 Erilaisia oppimiska¨sityksia¨
Tarkastellaan seuraavaksi erilaisia oppimiska¨sityksia¨ oppikirja-analyysia¨ var-
ten. La¨hteet [31], [32] ja [3] lo¨ytyva¨t verkosta.
2.1 Behaviorismi
Behavioristinen oppimiska¨sitys syntyi 1910-luvulla. Sen juuret ovat luonnon-
tieteellisessa¨ ajattelussa. Ihmisen ja ela¨imen oppiminen na¨hda¨a¨n samankal-
taisena. Tietoa maailmasta saadaan kokemusten ja aistihavaintojen kautta.
Oppija on tyhja¨ taulu, johon kokemukset ja¨tta¨va¨t ja¨lkensa¨. Behaviorismin
pedagogisia periaatteita ovat: vahvistaminen, va¨lito¨n palaute, opetettavan
aineksen pieniin osiin pilkkominen, virheellisten vastausten nopea sivuutta-
minen. Opetus keskittyy tietojen ja taitojen ulkoiseen ohjaukseen. Oppijan
valmiuksia ajatella ja ymma¨rta¨a¨ opittavia asioita itsena¨isesti ei tueta. Toivo-
tusta ka¨ytta¨ytymisesta¨ palkitaan, ei-toivottua ka¨ytta¨ytymista¨ heikenneta¨a¨n
rangaistuksilla.
2.2 Kokemuksellinen oppiminen
Kokemuksellisessa oppimisessa oppimisen katsotaan pohjautuvan oppijan ko-
kemuksiin ja itsereflektioon eli kykyyn arvioida omaa oppimistaan uuden op-
pimisen pohjaksi. Tavoitteena on itsensa¨ toteuttaminen ja ”mina¨n” kasvu.
Oppimiseen liittyy myo¨s motivaatio, vapaa tahto ja vastuu.
Kokemuksellinen oppiminen ka¨ytta¨a¨ hyva¨ksi eri aistikanavia, tunteita,
mielikuvia, ylipa¨a¨ta¨a¨n kokemuksia. Oppiminen on jatkuvaa tiedon syventa¨-
mista¨ ja ymma¨rta¨mista¨, oman tieta¨misen rakentamista. Oppiminen on koke-
musten muuttumista ja laajentumista. Kokemukselliseen oppimiska¨sitykseen
olennaisena osana kuuluu, etta¨ pohditaan oppijan kanssa yhdessa¨ oppimis-
tavoitteita ja keskeisia¨ sisa¨lto¨ja¨, la¨hdeta¨a¨n liikkeelle oppijan kokemuksista,
tuetaan oppijan kasvua ja itseohjautuvuutta. Opettaja na¨hda¨a¨n oppimisen
tukijana.
2.3 Kognitiivinen oppimiska¨sitys
Kognitiivinen oppimiska¨sitys sai alkunsa 1960-luvun alussa, kun ulkoisen si-
jaan alettiin kiinnitta¨a¨ huomiota ihmismielen sisa¨isiin ilmio¨ihin, kognitiivi-
siin prosesseihin, kuten ajatteluun, muistiin ja kieleen. Oppiminen na¨hda¨a¨n
tiedon aktiivisena prosessointina ja oppijan oma toiminta on keskeista¨. Tie-
don ei siis ena¨a¨ na¨hty olevan samanlainen pysyva¨ kokonaisuus, joka voitai-
siin siirta¨a¨ oppijalle tietyin proseduurein. Tosin painopiste tutkimuksissa on
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viime vuosina siirtynyt yksilo¨llisen tiedonrakennusprosessien asemasta oppi-
misen yhteiso¨llisen prosessin eli jaetun kognition tutkimiseen.
Oppimisen katsotaan alkavan ka¨yta¨nno¨n ela¨ma¨n ongelmista ja ristiriidois-
ta. Oppijan mielessa¨ syntyy tiedollinen ristiriita, kun ha¨nen aiemmat tietonsa
ja taitonsa eiva¨t riita¨ka¨a¨n kohdatun tilanteen hallitsemiseen. Ta¨llo¨in oppi-
ja pyrkii ratkaisemaan ristiriidan joko hankkimalla uutta tietoa (kutsutaan
assimilaatioksi) tai ha¨n ja¨rjesta¨a¨ vanhan tietonsa uudella tavalla (sanotaan
akkommodaatioksi). Oppimisen tuloksena na¨hda¨a¨n olevan ja¨sentyneita¨ aja-
tuksia ja selitta¨via¨ periaatteita, joista sitten muodostuu oppijalle toimintaa
ohjaavia sisa¨isia¨ malleja eli skeemoja. Uuden tiedon omaksuminen on siis
riippuvainen aiemmasta tiedosta. Koska skeemojen katsotaan na¨ytteleva¨n
ta¨rkea¨a¨ osaa oppimisessa, voi olla hyo¨dyllista¨ kartoittaa oppijoiden skeemoja
kunnolla ja opettaa uutta vanhojen skeemojen pohjalta.
Oppijan metakognitiivisten taitojen kehitta¨minen na¨hda¨a¨n merkityksel-
lisena¨. Metakognitiivisilla taidoilla tarkoitetaan oman oppimisen arviointia,
arviointia siita¨, miten oppii ja miten voi kehitta¨a¨ oppimistaan.
Opetus na¨hda¨a¨n oppimisen systemaattisena ohjaamisena, jonka pyrki-
myksena¨ on saada oppijassa aikaan itsena¨ista¨ ajattelua ja pohdintaa, jonka
avulla ymma¨rreta¨a¨n ja opitaan. Opetuksen tavoitteet asetetaan va¨lja¨sti ja
niissa¨ pyrita¨a¨n opetuskokonaisuuksiin pikkutarkkojen yksityiskohtien ma¨a¨-
rittelemisen sijasta. Opetusmetodit ovat oppijakeskeisia¨, pari- tai ryhma¨to¨ita¨
ja projekteja.
2.4 Konstruktivismi
Konstruktivismi pohjautuu pitka¨lti kognitiiviseen oppimiska¨sitykseen. Op-
piminen na¨hda¨a¨n aktiivisena tiedon rakentamisen prosessina. Oppijan ai-
emmat tiedot, ka¨sitykset ja kokemukset opittavasta asiasta sa¨a¨televa¨t sita¨,
mita¨ ha¨n asiasta havaitsee ja miten sita¨ tulkitsee. Ta¨rkea¨a¨ on, etta¨ oppi-
jassa hera¨a¨ omiksi koetut, opittavaan asiaan liittyva¨t kysymykset. Ta¨llo¨in
olennaista on oma kokeilu ja ongelmanratkaisu. Ymma¨rta¨misen painottami-
sen koetaan edista¨va¨n mieleka¨sta¨ tiedon ja¨senta¨mista¨. Konstruktioprosessis-
sa syntyva¨n tietorakenteen ja¨sentyneisyyden ja monipuolisuuden puolestaan
katsotaan vaikuttavan tiedon ka¨ytto¨o¨n tulevissa tilanteissa. Oppiminen on
kuitenkin tilannesidonnaista. Metakognitiiviset taidot ovat ja¨lleen keskeisessa¨
asemassa. Subjektiivisista kokemuksista syntyy objektiivista tietoa sosiaali-
sen vuorovaikutuksen ja oppijoiden yhteistoiminnallisuuden kautta. Opetuk-
sen ja opetussuunnitelmien tulisi olla joustavia ja ottaa huomioon niin op-
pijan valmiudet kuin tiedon suhteellisuuskin. Samoin oppimisen arvioinnin
tulisi olla monipuolista ja painottaa ymma¨rta¨va¨a¨ oppimista.
Konstruktivismilla on useita eri suuntauksia, kuten radikaali konstrukti-
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vismi, sosiokognitiivinen konstruktivismi seka¨ sosiokulturaalinen konstrukti-
vismi. Radikaalissa konstruktivismissa tiedon na¨hda¨a¨n olevan ainutkertaista
ja olemassa vain yksilo¨tasolla. Sosiokognitiivinen konstruktivismi taas koros-
taa yksilo¨n osuutta tiedon rakentamisprosessissa, mutta sosiaalista vuorovai-
kutusta pideta¨a¨n yksilo¨n oppimiselle ja tiedon konstruoinnille va¨ltta¨ma¨tto¨-
ma¨na¨. Sosiokulturaalinen konstruktivismi puolestaan korostaa yhteiso¨llisyy-
den ja kulttuurin jatkamisen merkitysta¨ oppimisprosessin pa¨a¨ma¨a¨ra¨na¨. Yh-
teiso¨n vuorovaikutukseen osallistumista pideta¨a¨n oppimisen keskeisena¨ me-
kanismina.
Viime aikaisissa tutkimuksissa on keskitytty asiantuntijuuden tutkimi-
seen. Asiantuntijalla na¨hda¨a¨n olevan monipuolinen, hyvin ja¨sentynyt tietora-
kenne. Erityisesti verkostoitunutta asiantuntijuutta on tutkittu. Siina¨ asian-
tuntijuus na¨hda¨a¨n sosiaalisena ilmio¨na¨ ja asiantuntijuus on kulttuuriin ja
yhteiso¨llisiin tiedonluomisprosesseihin osallistumista. Asiantuntijuutta ei tar-
kastella yksilo¨n ominaisuutena, vaan yksilo¨n, yhteiso¨n seka¨ kulttuurin va¨lisen
vuorovaikutuksen tuotteena. Asiantuntijayhteiso¨lla¨ on oma kulttuurinsa, jol-
la on sille tyypillinen kieli, terminologia, toimintatavat seka¨ tyo¨va¨lineet. Yk-
sitta¨isen asiantuntijan toiminta ruokkii asiantuntijayhteiso¨n kehitysta¨ ja toi-
mintaa, mutta toisaalta asiantuntijayhteiso¨n tietoa luova toiminta saa aikaan
muutoksia yksilo¨n osaamisessa.
Koska oppijan ajattelun aktiivisuus on eritta¨in ta¨rkea¨a¨ laadukkaan op-
pimisen kannalta, on opettajan roolina oppimisprosesissa luoda puitteet ja
toimia toiminnan ohjaajana tarjoten samalla haastavia ja mielenkiintoisia
projekteja, jotta oppijan aktiivisuus ja motivaatio pysyva¨t ylla¨. Tutkimus
on osoittanut, etta¨ oppijan kannustaminen ymma¨rta¨ma¨a¨n opittava asia lisa¨a¨
oppijan motivaatiota, jonka puolestaan on todettu olevan merkityksellista¨
oppimisen kannalta. Opetettavaa tietoa tulisi kytkea¨ useisiin konteksteihin
ja sita¨ tulisi ka¨sitella¨ monesta eri na¨ko¨kulmasta. Na¨in oppijan tietorakentei-
siin kehittyy monipuolisia kytkento¨ja¨ opiskeltuihin asioihin. Faktapainottei-
sen esitystavan sijaan on luonnollista pyrkia¨ suosimaan jossain ma¨a¨rin on-
gelmakeskeista¨ opetusta. Ongelmakeskeinen oppiminen perustuu ajatukselle
oppimisen tilannesidonnaisuudesta. Sen mukaan opittavalle sisa¨llo¨lle saavu-
tetaan parempi ka¨ytto¨arvo, jos oppiminen tapahtuu aitoja tosiela¨ma¨n on-
gelmia ratkomalla eika¨ pelkka¨sta¨a¨n aiheen teoreettiseen ka¨sittelyn yhtey-
dessa¨. Ongelmakeskeisella¨ oppimisella on todettu olevan toivottavia vaiku-
tuksia opiskeltavan asian ymma¨rta¨miseen ja sisa¨llo¨n liitta¨miseen aiempiin
tietorakenteisiin. Samalla kehittyva¨t myo¨s ongelmanratkaisutaidot ja meta-
kognitiiviset taidot. Ongelmakeskeisen oppimisen vaiheita ovat muun muassa
seuraavat: ongelman esitta¨minen, ongelman analysointi ja ma¨a¨ritteleminen,
olemassa olevan tiedon kartoittaminen, jatkoselvittelyjen ja tiedonhankin-
nan tarpeen ma¨a¨rittely, tiedon etsiminen ja muiden ryhmien konsultointi,
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ratkaisuvaihtoehtojen hahmottelu, loppupa¨a¨telmien ja analyysin teko seka¨
raportointi.
Konstruktivistisessa koulutusprosessissa opetussuunnitelmaan kirjataan
vain keskeiset tavoitteet ja ideat. Hyva¨n opettajuuden edellytys on taito luo-
da sellaisia oppimisympa¨risto¨ja¨, jotka hera¨tta¨va¨t oppijassa kysymyksia¨ ja
auttavat ha¨nta¨ konstruoimaan vastauksia samalla ymma¨rta¨en, mihin ollaan
pyrkima¨ssa¨. Keskeisessa¨ asemassa on oppimaan oppimisen valmiuksien oppi-
minen.
2.5 Tieta¨misen eri muodot
Ihmisen tietoperusta sisa¨lta¨a¨ monenlaista tietoa. Matemaattinen tieto voi-
daan jakaa kahteen osaan: proseduraaliseen ja konseptuaaliseen tietoon. Pro-
seduraalinen tieto pita¨a¨ sisa¨lla¨a¨n taidon ka¨ytta¨a¨ operaatioita ja algoritmeja.
Ta¨llainen tieto automatisoituu harjoittelemalla laskemista, jolloin saadaan
laskurutiinia. Konseptuaalinen tieto puolestaan koostuu ka¨sitteiden seka¨ nii-
den va¨listen suhteitten ymma¨rta¨misesta¨ ja taidosta soveltaa ka¨sitteita¨ eri
asiayhteyksiin. Ta¨llaista tietoa ei voida oppia ulkoa opettelemalla, vaan se
kasvaa va¨hitellen ka¨sitteiden merkityksia¨ sisa¨ista¨ma¨lla¨ omien pa¨a¨ttely- ja
ajatteluprosessien myo¨ta¨. Useimpien asioiden hallitseminen vaatii seka¨ pro-
seduraalista etta¨ konseptuaalista tietoa. Esimerkiksi derivaatta on ka¨sitteena¨
konseptuaaliseen tietoon kuuluva, mutta kun tiedeta¨a¨n, miten derivoidaan,
tieto on proseduraalista.
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3 Integraalilaskennan ka¨sitteista¨
Ta¨ssa¨ luvussa tutustutaan tarkemmin lukion opetussuunnitelman perusteissa
integraalilaskennalle asetettujen oppimistavoitteiden ja keskeisten sisa¨lto¨jen
kohdalla esiintyvien keskeisimpien ka¨sitteiden ma¨a¨ritelmiin ja niihin liitty-
va¨a¨n teoriaan. Ma¨a¨ritelmien pa¨a¨asiallisina la¨hteina¨ ka¨yteta¨a¨n muun muassa
Helsingin ja Turun yliopistoissa luennoitavan kurssin Analyysi II luentomo-
nisteita [20] ja [24] seka¨ teosta [28].
Integraalilaskennan peruska¨sitteet ovat integraalifunktio ja ma¨a¨ra¨tty in-
tegraali. Integraalifunktion ka¨site esiteta¨a¨n ennen ma¨a¨ra¨tyn integraalin ka¨-
sitetta¨, vaikka historiallisesti ma¨a¨ra¨tty integraali on vanhempi [21, s.185].
Ta¨ha¨n esitysja¨rjestykseen on pa¨a¨dytty, silla¨ monet lukion oppikirjat ka¨yva¨t
ka¨sitteet la¨pi juuri kyseisessa¨ ja¨rjestyksessa¨, kuten Luvussa 4 tullaan huo-
maamaan. Luvun 4 oppikirja-analyysissa¨ tutkitaan muun muassa, miten ta¨-
ma¨n luvun ka¨sitteet esiintyva¨t lukion eri oppikirjoissa. Pa¨a¨paino oppikirja-
analyysissa¨ on peruska¨sitteiden kohdalla. Integraalifunktion ja ma¨a¨ra¨tyn in-
tegraalin ka¨sittelyn yhteydessa¨ on pyritty na¨iden kahden peruska¨sitteen osal-
ta matemaattisesti ta¨sma¨lliseen teoriaan. Sen sijaan esimerkiksi ma¨a¨ra¨tyn
integraalin sovellusten yhteydessa¨ tyydyta¨a¨n havainnollisempaan esitysta-
paan. Myo¨s numeerisen integroinnin ja jatkuvien todenna¨ko¨isyysjakaumien
ka¨sittely ja¨teta¨a¨n maininnan tasolle.
3.1 Integraalifunktio
Aloitetaan antamalla integraalifunktion ma¨a¨ritelma¨.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.1.1. Olkoon f : I → R funktio, missa¨ joukko I ⊂ R on va¨li.
Funktio F : I → R on funktion f integraalifunktio, jos
F ′(x) = f(x)
kaikilla x ∈ I.
Funktiota f sanotaan integraalifunktion F integrandiksi. Integraalifunktios-
ta ka¨yteta¨a¨n myo¨s nimityksia¨ kantafunktio, primitiivifunktio, ma¨a¨ra¨a¨ma¨to¨n
integraali (lyhyesti integraali) tai antiderivaatta. Integraalifunktio on ma¨a¨-
ritelma¨n perusteella aina derivoituva ja siis myo¨s jatkuva va¨lilla¨ I. Va¨lin I
mahdollisessa pa¨a¨tepisteessa¨ F ′(x) tarkoittaa toispuoleista derivaattaa.
Todistetaan Lausetta 3.1.4 ajatellen seuraavat kaksi lemmaa:
Lemma 3.1.2. Olkoon I ⊂ R va¨li. Olkoon funktio f : I → R jatkuva ja
f ′(x) = 0 kaikilla va¨lin I sisa¨pisteilla¨ x. Ta¨llo¨in f on vakiofunktio. [1, s.137]
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Todistus. Valitaan a ∈ I. Olkoon x ∈ I piste, joka toteuttaa ehdon x 6=
a. Differentiaalilaskennan va¨liarvolauseen [1, s.133] nojalla pisteiden a ja x
va¨lissa¨ on olemassa sellainen piste c, etta¨
f(x)− f(a)
x− a = f
′(c).
Koska reaalilukuva¨li sisa¨lta¨a¨ kaikki kahden eri pisteensa¨ va¨liset pisteet, niin
myo¨s c ∈ I. Piste c ei voi olla va¨lin I pa¨a¨tepiste, silla¨ c 6= a ja c 6= x, joten
f ′(c) = 0. Nyt siis f(x)− f(a) = 0 eli f(x) = f(a) kaikilla x ∈ I, joten f on
vakiofunktio.  [1, s.137]
Lemma 3.1.3. Olkoon C ∈ R vakio. Va¨lilla¨ I ⊂ R derivoituville funktioille
f ja g pa¨tee f ′(x) = g′(x) kaikilla x ∈ I, jos ja vain jos f(x) = g(x) + C
kaikilla x ∈ I. [13]
Todistus. Olkoot f ja g va¨lilla¨ I derivoituvia funktioita, joille pa¨tee f ′(x) =
g′(x) kaikilla x ∈ I. Ma¨a¨ritella¨a¨n funktio h : I → R asettamalla h(x) =
f(x) − g(x) kaikilla x ∈ I. Nyt h′(x) = f ′(x) − g′(x) = 0 kaikilla x ∈ I,
joten Lemman 3.1.2 nojalla funktio h on vakiofunktio. Kaikilla x ∈ I on siis
voimassa ehto h(x) = f(x) − g(x) = C, jollain C ∈ R eli f(x) = g(x) + C
kaikilla x ∈ I.
Ka¨a¨nta¨en, olkoon f ja g va¨lilla¨ I derivoituvia funktioita, joille kaikilla
x ∈ I pa¨tee f(x) = g(x) + C, jollain C ∈ R. Ta¨llo¨in f ′(x) = g′(x) kaikilla
x ∈ I. 
Lause 3.1.4. Olkoon F jokin funktion f integraalifunktio va¨lilla¨ I ja C ∈
R vakio. Ta¨llo¨in kaikki funktion f integraalifunktiot kyseisella¨ va¨lilla¨ ovat
muotoa F + C.
Todistus. Olkoon F funktion f integraalifunktio va¨lilla¨ I ja C ∈ R vakio.
Nyt D(F (x) +C) = F ′(x) + 0 = f(x) kaikilla x ∈ I, joten F +C on funktion
f integraalifunktio. Toisaalta, jos G on funktion f integraalifunktio, niin
G′(x) = f(x) kaikilla x ∈ I. Nyt siis G′(x) = F ′(x) kaikilla x ∈ I, joten
Lemman 3.1.3 nojalla G(x) = F (x) + C kaikilla x ∈ I. Osoitettiin siis, etta¨
kaikki funktion f integraalifunktiot ovat muotoa F + C. 
Vakiota C ∈ R sanotaan integroimisvakioksi. Integroimisvakion eri arvo-
ja vastaavia integraalifunktioiden kuvaajia kutsutaan integraalika¨yriksi. In-
tegroimisvakiolle C saadaan arvo antamalla alkuehto eli ilmoittamalla jollain
tavalla se tason I × R piste (x0, y0), jonka kautta integraalika¨yra¨n halutaan
kulkevan, jolloin siis y0 = F (x0)+C, josta saadaan C = y0−F (x0). Funktion
f mielivaltaista integraalifunktiota F merkita¨a¨n
F (x) =
∫
f(x) dx tai F =
∫
f.
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Integraalifunktioiden ma¨a¨ritta¨mista¨ kutsutaan integroimiseksi. Edella¨ mer-
kinta¨ dx tarkoittaa, etta¨ integroidaan integroimismuuttujan x suhteen. Inte-
graalifunktion nimitys antiderivaatta on osuva, silla¨ integroitaessa etsita¨a¨n
ne funktiot, joiden derivaatta tiedeta¨a¨n. Integrointi on siis derivoinnin ka¨a¨n-
teisoperaatio:
D
(∫
f(x) dx
)
= f(x) ja
∫
(Df(x)) dx = f(x) + C.
Tuttujen derivaatan ominaisuuksien nojalla saadaan muun muassa seuraava
lause:
Lause 3.1.5. Olkoon a ∈ R vakio. Jos funktioilla f ja g on va¨lilla¨ I inte-
graalifunktioita, niin∫
(f(x) + g(x)) dx =
∫
f(x) dx+
∫
g(x) dx ja∫
af(x) dx = a
∫
f(x) dx.
Todistus. Merkita¨a¨n funktioiden f ja g integraalifunktioita F (x) =
∫
f(x) dx
ja G(x) =
∫
g(x) dx. Nyt
D(F (x) +G(x)) = DF (x) +DG(x) = f(x) + g(x)
kaikilla x ∈ I ja toisaalta
D(aF (x)) = aDF (x) = af(x)
kaikilla x ∈ I.  [29, s.2]
Myo¨hemmin, Alaluvussa 3.4, osoitetaan, etta¨ jokaisella jatkuvalla funk-
tiolla, joka on ma¨a¨ritelty va¨lilla¨ I, on kyseisella¨ va¨lilla¨ integraalifunktioita.
Derivoimalla voidaan todistaa muun muassa seuraavat integroimissa¨a¨nno¨t
[26, s.110]:
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Lause 3.1.6. Olkoon C ∈ R vakio. Ta¨llo¨in∫
k dx = kx+ C, kun k on vakiofunktio,∫
xr dx =
xr+1
r + 1
+ C, kun r ∈ R \ {−1} ,∫
1
x
dx = ln |x|+ C, kun x 6= 0,∫
ex dx = ex + C,∫
ax dx =
ax
ln a
+ C, kun a > 0 ja a 6= 1,∫
sinx dx = − cosx+ C,∫
cosx dx = sinx+ C,∫
tanx dx = − ln |cosx|+ C, kun x 6= ±pi
2
+ n2pi kaikilla n ∈ Z,∫
1
cos2 x
dx = tanx+ C, kun x 6= ±pi
2
+ n2pi kaikilla n ∈ Z,∫
lnx dx = x lnx− x+ C, kun x > 0.
Jos funktio f on va¨lilla¨ I derivoituva, niin saamme myo¨s seuraavat, ja¨lleen
kerran derivoimalla todistettavissa olevat, kaavat:
Lause 3.1.7.∫
f ′(x)f(x)r dx =
f(x)r+1
r + 1
+ C, kun r ∈ R \ {−1} ,∫
f ′(x)
f(x)
dx = ln |f(x)|+ C, kun f(x) 6= 0,∫
f ′(x)ef(x) dx = ef(x) + C,∫
f ′(x)af(x) dx =
af(x)
ln a
+ C, kun a > 0 ja a 6= 1,∫
f ′(x) sin f(x) dx = − cos f(x) + C,∫
f ′(x) cos f(x) dx = sin f(x) + C. [26, s.110]
14
3.2 Integrointi
Integroitaessa eli integraalifunktioita ma¨a¨ritetta¨essa¨ ka¨yteta¨a¨n hyva¨ksi edella¨
olevia lauseita 3.1.5, 3.1.6 ja 3.1.7. Vaikka integrointi on derivoinnin ka¨a¨nteis-
operaatio, ei integrointi yleensa¨ kuitenkaan ole yhta¨ suoraviivaista kuin deri-
vointi. Kuten tiedeta¨a¨n, jokaisen alkeisfunktion derivaatta on alkeisfunktio,
mutta kaikkien alkeisfunktioiden integraalia ei voi esitta¨a¨ a¨a¨rellisella¨ ma¨a¨ra¨lla¨
alkeisfunktioita. Ta¨llaisia funktioita ovat esimerkiksi ehdoilla f(x) = ex
2
ja
g(x) = x−1 sinx ma¨a¨ritellyt funktiot f ja g. Toisaalta myo¨s epa¨jatkuvalla
funktiolla voi olla integraalifunktioita, kuten seuraava esimerkki osoittaa:
Esimerkki 3.2.1. Ma¨a¨ritella¨a¨n funktio F : R→ R asettamalla
F (x) =
{
x2 sinx−1, kun x 6= 0,
0, kun x = 0.
Ta¨llo¨in kaikilla x 6= 0 on
F ′(x) = 2x sinx−1 + x2 cosx−1 · (−1)x−2
= 2x sinx−1 − cosx−1.
Lisa¨ksi
F ′(0) = lim
h→0
F (h)− F (0)
h
= lim
h→0
h2 sinh−1
h
= lim
h→0
(h sinh−1) = 0,
joten F on derivoituva kaikilla x ∈ R. Merkita¨a¨n f(x) = F ′(x) kaikilla x ∈ R.
Nyt siis
f(x) =
{
2x sinx−1 − cosx−1, kun x 6= 0,
0, kun x = 0.
Integraalifunktion ma¨a¨ritelma¨n nojalla funktio F on funktion f integraali-
funktio. Funktio f ei ole kuitenkaan jatkuva nollassa, silla¨ ei ole olemassa
raja-arvoa limx→0 cosx−1.
Era¨ita¨ ta¨rkeita¨ integraalifunktioiden ma¨a¨ritta¨miseen ka¨ytettyja¨ menetel-
mia¨ ovat muun muassa osittaisintegrointi ja integrointi sijoituksella.
3.2.1 Osittaisintegrointi
Osittaisintegrointi perustuu kahden funktion tulon derivoimissa¨a¨nto¨o¨n:
Lause 3.2.2. Olkoon f ja g derivoituvia funktioita va¨lilla¨ I. Ta¨llo¨in∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−
∫
f ′(x)g(x) dx
va¨lilla¨ I.
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Todistus. Merkita¨a¨n F (x) =
∫
f ′(x)g(x) dx kaikilla x ∈ I. Ta¨llo¨in
D(f(x)g(x)− F (x)) = D(f(x)g(x))− F ′(x)
= f ′(x)g(x) + g′(x)f(x)− f ′(x)g(x)
= f(x)g′(x).
kaikilla x ∈ I. 
Esimerkki 3.2.3. Laske osittaisintegroimalla∫
x cosx dx.
Ratkaisu. Valitaan f(x) = x ja g′(x) = cos x. Nyt f ′(x) = 1 ja g(x) = sin x.
Lauseen 3.2.2 nojalla∫
x cosx dx = x sinx−
∫
1 · sinx dx
= x sinx+ cosx+ C.
Funktioita valittaessa on oltava tarkkana, jotta laskettavaksi ja¨a¨va¨sta¨ in-
tegraalista tulee muodoltaan yksinkertaisempi kuin alkupera¨isesta¨ integraa-
lista. Joskus ka¨y niin, etta¨ osittaisintegrointia joudutaan soveltamaan useam-
man kerran.
3.2.2 Integrointi sijoituksella
Yhdistetyn funktion derivoimissa¨a¨nno¨n eli ketjusa¨a¨nno¨n avulla saadaan seu-
raava integroimissa¨a¨nto¨:
Lause 3.2.4. Olkoon I ′ ⊂ R va¨li ja g : I ′ → I aidosti monotoninen jatkuvasti
derivoituva bijektio. Olkoon funktiolla f : I → R integraalifunktioita va¨lilla¨
I. Ta¨llo¨in ∫
f(x) dx =
[∫
f(g(t))g′(t) dt
]
t=g−1(x)
.
Todistus. Olkoon F jokin funktion f integraalifunktio va¨lilla¨ I eli F ′(x) =
f(x) kaikilla x ∈ I. Ta¨llo¨in ketjusa¨a¨nno¨n nojalla saadaan
d
dt
F (g(t)) = F ′(g(t))g′(t) = f(g(t))g′(t)
kaikilla t ∈ I ′ eli F (g(t)) on funktion f(g(t))g′(t) integraalifunktio va¨lilla¨ I ′.
Olkoon C ∈ R vakio. Ta¨llo¨in
F (g(t)) + C =
∫
f(g(t))g′(t) dt. (3.1)
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Koska funktio g on aidosti monotoninen jatkuvasti derivoituva bijektio va¨lilla¨
I ′, niin silla¨ on aidosti monotoninen jatkuva ka¨a¨nteisfunktio g−1 : I → I ′.
Sijoitetaan nyt yhta¨lo¨n (3.1) molemmille puolille t = g−1(x), jolloin saadaan
F (x) + C =
[∫
f(g(t))g′(t) dt
]
t=g−1(x)
eli ∫
f(x) dx =
[∫
f(g(t))g′(t) dt
]
t=g−1(x)
. 
[25, s.392]
Sovellettaessa Lausetta 3.2.4 integraaliin
∫
f(x) dx, korvataan x lausek-
keella g(t) ja dx lausekkeella g′(t) dt, jonka ja¨lkeen etsita¨a¨n na¨in saadulle
integraalille
∫
f(g(t)g′(t) dt integraalifunktio. Kun integroiminen on suori-
tettu, on palattava muuttujaan x sijoittamalla t = g−1(x), jolloin saadaan
F (x). Ka¨yta¨nno¨ssa¨ funktiolle g asetettuihin vaatimuksiin ei yleensa¨ tarvitse
kiinnitta¨a¨ huomiota, silla¨ integroinnin tuloksen voi aina tarkistaa toteamalla,
etta¨ F ′(x) = f(x) kaikilla x ∈ I.
Esimerkki 3.2.5. Ma¨a¨ritella¨a¨n funktio f : R → R asettamalla f(x) =
x(16 + 11x)2012 kaikilla x ∈ R. Ma¨a¨rita¨∫
f(x) dx.
Ratkaisu. Tutkitaan yhta¨lo¨a¨ 16 + 11x = t eli
x =
1
11
(t− 16).
Havaitaan, etta¨ Lauseen 3.2.4 oletukset ovat voimassa, joten voidaan suorit-
taa muuttujan vaihto. Nyt x′(t) = 1/11, joten
dx =
1
11
dt.
Saadaan∫
f(x) dx =
∫
x(16 + 11x)2012 dx
=
∫
1
11
(t− 16)t2012 1
11
dt
=
1
121
∫
(t2013 − 16t2012) dt
=
1
121
(
t2014
2014
− 16 t
2013
2013
)
+ C
=
(16 + 11x)2014
243694
− 16(16 + 11x)
2013
243573
+ C = F (x).
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Tarkistetaan tulos derivoimalla. Kaikilla x ∈ R saadaan
F ′(x) =
2014
243694
(16 + 11x)2013 · 11− 16 · 2013
243573
(16 + 11x)2012 · 11
=
1
11
(16 + 11x)2013 − 16
11
(16 + 11x)2012
=
1
11
((16 + 11x)− 16)(16 + 11x)2012
= x(16 + 11x)2012 = f(x),
kuten pitikin.
Kuinka sitten lo¨yta¨a¨ sopiva sijoitus? Erityyppisten funktioiden integroi-
miseksi lo¨ytyy standardisijoituksia taulukoituina, mutta yleispa¨teva¨a¨ sa¨a¨nto¨a¨
ei ole. Kannattaa yritta¨a¨ tunnistaa sopiva kokonaisuus integrandista, esimer-
kiksi juurilausekkeen sisa¨lta¨va¨ssa¨ integraalissa kannattaa uudeksi muuttujak-
si kokeilla joko juuren sisa¨puolta tai juurilauseketta kokonaisuudessaan. [30,
ss.22-23]
3.2.3 Murtofunktion integroiminen
Oma lukunsa on murtofunktioiden eli muotoa polynomi jaettuna polynomilla
olevien funktioiden integroiminen. Olkoon nyt P ja Q polynomifunktioita ja
R vastaava murtofunktio eli
R(x) =
P (x)
Q(x)
.
Jos degP (x) ≥ degQ(x) eli polynomin P aste on suurempi kuin polynomin
Q, niin suorittamalla jakolasku saadaan
R(x) = P0(x) +
P1(x)
Q(x)
,
jossa degP1(x) < degQ(x). Nyt polynomi P0 on helposti integroitavissa ja
ongelmaksi ja¨a¨ selvitta¨a¨ ja¨ljelle ja¨a¨neen murtofunktion integrointi.
Jos P1(x) = kQ
′(x), jossa luku k ∈ R on vakio, niin Lauseen 3.1.7 nojalla∫
P1(x)
Q(x)
dx =
∫
kQ′(x)
Q(x)
dx = k
∫
Q′(x)
Q(x)
dx = k ln |Q(x)|+ C,
jossa C ∈ R. Muussa tapauksessa ta¨ytyy tutkia polynomifunktion Q nolla-
kohtia, joiden avulla Q voidaan jakaa tekijo¨ihin, jonka ja¨lkeen murtofunktio
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P1/Q saadaan edelleen na¨iden tekijo¨iden avulla muodostettujen yksinkertai-
sempien murtofunktioiden summaksi. Na¨in saatua esitysta¨ kutsutaan osa-
murtokehitelma¨ksi. Pideta¨a¨n tunnettuna, etta¨ reaalikertoimisella polynomil-
la Q(x) on n = degQ(x), jossa n ∈ N, kappaletta kompleksisia nollakohtia.
Lisa¨ksi, jos kompleksiluku z = a + bi, jossa a, b ∈ R on polynomin Q(x)
nollakohta, niin myo¨s sen liittoluku z = a − bi on polynomin Q(x) nolla-
kohta, josta seuraa, etta¨ reaalilukukunnassa polynomi voidaan aina esitta¨a¨
ensimma¨isen ja toisen asteen tekijo¨iden tulona.
Jos nyt polynomifunktiolla Q on vain yksinkertaisia reaalijuuria xk, kun
k = 1, . . . , n, niin
P1(x)
Q(x)
=
n∑
k=1
Ak
x− xk , (3.2)
jossa vakiot Ak voidaan ma¨a¨ritta¨a¨ kaikilla k = 1, . . . , n esimerkiksi kertomalla
ensin yhta¨lo¨ (3.2) tekija¨lla¨ (x− xk) ja sijoittamalla sitten x = xk.
Jokaista m-kertaista (m ∈ N ja 2 ≤ m ≤ n) reaalijuurta xv kohden tulee
osamurtokehitelma¨a¨n termit
m∑
i=1
Bi
(x− xv)i .
Nyt siis
P1(x)
Q(x)
=
m∑
i=1
Bi
(x− xv)i +
n−m∑
i=1
Ai
x− xi ,
josta kertomalla yhta¨lo¨ puolittain polynomilla Q(x) saadaan
P1(x) = (x− x1) · · · (x− xn−m)
m∑
i=1
Bi(x− xv)m−i
+ (x− xv)m
n−m∑
i=1
Ai
(x− x1) · · · (x− xn−m)
x− xi .
Koska ta¨ma¨n yhta¨lo¨n tulee toteutua identtisesti, niin yhta¨lo¨n oikealla puo-
lella olevat vakiokertoimet A1, . . . , An−m ja B1, . . . , Bm saadaan ma¨a¨ritettya¨
sieventa¨ma¨lla¨ ensin yhta¨lo¨n oikea puoli ja merkitsema¨lla¨ sitten na¨in saadun
polynomin ja polynomin P1(x) termien kertoimet yhta¨ suuriksi, jolloin saa-
daan yhta¨lo¨ryhma¨, josta kertoimet saadaan ratkaistua. Valaistaan menette-
lya¨ seuraavalla esimerkilla¨:
Esimerkki 3.2.6. Ma¨a¨riteta¨a¨n integraali∫
x2 + 5
x(x− 2)2 dx.
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Integroitavan funktion osamurtokehitelma¨ksi saadaan
x2 + 5
x(x− 2)2 =
B1
x− 2 +
B2
(x− 2)2 +
A
x
,
josta kertomalla puolittain lausekkeella x(x− 2)2 saadaan
x2 +5 = xB1(x−2)+xB2 +(x−2)2A = (B1 +A)x2−(2B1 +4A−B2)x+4A.
Koska ta¨ma¨n tulee toteutua identtisesti, saadaan yhta¨lo¨ryhma¨
A+B1 = 1
4A+ 2B1 −B2 = 0
4A = 5,
josta A = 5/4, B1 = −1/4 ja B2 = 9/2. Nyt va¨leilla¨ ]−∞, 0[, ]0, 2[ ja ]2,∞[
on ∫
x2 + 5
x(x− 2)2 dx =
∫ (
5
4x
− 1
4(x− 2) +
9
2(x− 2)2
)
dx
=
5
4
ln |x| − 1
4
ln |x− 2| − 9
2(x− 2) + C.
Jokaista kompleksista juuriparia eli yksinkertaista polynomifunktion Q
tekija¨a¨ x2 + px + q, jossa siis p2 < 4q, kohti tulee osamurtokehitelma¨a¨n
mukaan termi
Ax+B
x2 + px+ q
=
Ax+ (Ap)/2− (Ap)/2 +B
x2 + px+ q
=
(A/2)(2x+ p)
x2 + px+ q
+
B − (Ap)/2
x2 + px+ q
.
Edella¨ saadun summan ensimma¨isesta¨ termista¨ tulee integroitaessa logaritmi
ja ja¨lkimma¨isesta¨ lausekkeeseen x + p/2 verrannollisella sijoituksella arcus-
tangentti; tarvittava integroimissa¨a¨nto¨ on seuraava:∫
dx
1 + x2
= arctanx+ C,
jossa luku C ∈ R on vakio.
Jokaista polynomifunktion Q j-kertaista tekija¨a¨ (x2+px+q)j, jossa j ∈ N
ja 2 ≤ j ≤ (n/2) kohti tulee osamurtokehitelma¨a¨n puolestaan termit
j∑
l=1
Alx+Bl
(x2 + px+ q)l
,
joista integroitaessa tulee murtofunktioita ja arcustangenttia.
Murtofunktioiden integroiminen on siis tyo¨la¨sta¨, mutta tehta¨vissa¨. [4,
ss.10-12], [12, ss.30-34]
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3.3 Ma¨a¨ra¨tty integraali
Ta¨ssa¨ alaluvussa annetaan ma¨a¨ra¨tyn integraalin eli Riemannin integraalin
ma¨a¨ritelma¨. Oletetaan jatkossa, etta¨ aina, kun tarkastellaan suljettua reaa-
lilukuva¨lia¨ [a, b], niin luvuille a, b ∈ R on voimassa ehto a < b, ellei toisin
sanota. Ennen Riemannin integraalin ma¨a¨ritelma¨n antamista tarvitaan muu-
tamia ka¨sitteita¨:
3.3.1 Va¨lin jako, yla¨- ja alasummat, Riemannin integraali
Olkoon n ∈ N. Annetaan seuraava ma¨a¨ritelma¨:
Ma¨a¨ritelma¨ 3.3.1. A¨a¨rellinen lukujoukko
D = {x0, x1, x2, . . . , xn}
on va¨lin [a, b] jako, jos a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b. Osava¨lia¨ [xk−1, xk]
kutsutaan jakova¨liksi ja sille ka¨yteta¨a¨n merkinta¨a¨ ∆k kaikilla k = 1, . . . , n.
Jakova¨lin pituudelle ka¨yteta¨a¨n merkinta¨a¨ l(∆k) = xk − xk−1 kaikilla k =
1, . . . n. Joukon D alkioita sanotaan jakopisteiksi.
Olkoot f : [a, b] → R rajoitettu funktio va¨lilla¨ [a, b] ja D = {x0, . . . , xn}
va¨lin [a, b] jokin jako jollain n ∈ N. Koska f on rajoitettu va¨lilla¨ [a, b], niin
se on rajoitettu myo¨s jokaisella jakova¨lilla¨ ∆k, joten on olemassa a¨a¨relliset
luvut
Gk = Gk(f) = sup {f(x) : x ∈ ∆k} ja gk = gk(f) = inf {f(x) : x ∈ ∆k}
kaikilla k = 1, . . . , n. Funktion f jakoa D vastaavat yla¨summa SD ja alasum-
ma sD ovat
SD = SD(f) =
n∑
k=1
Gkl(∆k) ja sD = sD(f) =
n∑
k=1
gkl(∆k).
Huomautus 3.3.2. Havaitaan, etta¨ sD ≤ SD, silla¨ gk ≤ Gk kaikilla k =
1, . . . , n. Jos f(x) ≥ 0 kaikilla x ∈ [a, b], niin SD ja sD ovat sellaisten suora-
kulmioiden pinta-alojen summia, joissa kutakin jakova¨lia¨ ∆k vastaa sellainen
suorakulmio, jonka kantana on l(∆k) ja korkeutena yla¨summan tapauksessa
Gk ja alasumman tapauksessa gk kaikilla k = 1, . . . , n. Nyt funktion ku-
vaajan ja x-akselin va¨linen alue ja¨a¨ kokonaan yla¨summan sisa¨lta¨mien suora-
kulmioiden sisa¨a¨n, mutta toisaalta sisa¨lta¨a¨ kokonaan alasummaan sisa¨ltyva¨t
suorakulmiot. Olkoon
B =
{
(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)} .
Nyt siis, jos joukolle B voidaan ma¨a¨ritella¨ pinta-ala S(B), niin sD ≤ S(B) ≤
SD.
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Sanotaan, etta¨ jako D′ on jaon D tihennys (eli alijako), jos D ⊂ D′.
Lemma 3.3.3. Olkoon D′ jaon D tihennys. Ta¨llo¨in
sD ≤ sD′ ≤ SD′ ≤ SD.
Todistus. Todistetaan vain alasummia koskeva va¨ite. Todistus yla¨summien
tapauksessa menee vastaavasti. Keskimma¨inen epa¨yhta¨lo¨ pita¨a¨ paikkansa
supremumin ja infimumin ma¨a¨ritelmien perusteella. Riitta¨a¨ tarkastella ta-
pausta, jossa jako D′ sisa¨lta¨a¨ vain yhden pisteen enemma¨n kuin D, silla¨
yleinen tapaus ta¨sta¨ saadaan induktiolla. Olkoon siis D = {x0, . . . , xn} va¨lin
[a, b] jako jollain n ∈ N ja D′ = D ∪ {x′}, missa¨ xk−1 < x′ < xk jollain
k ∈ {1, . . . , n}. Merkita¨a¨n
g′k = inf {f(x) : x ∈ [xk−1, x′]} ja g′′k = inf {f(x) : x ∈ [x′, xk]} .
Koska g′k ≥ gk ja g′′k ≥ gk, niin
sD′ − sD = g′k(x′ − xk−1) + g′′k(xk − x′)− gk(xk − xk−1)
≥ gk(x′ − xk−1) + gk(xk − x′)− gk(xk − xk−1) = 0
eli sD ≤ sD′ 
Lemma 3.3.4. Olkoot D1 ja D2 jakoja. Ta¨llo¨in sD1 ≤ SD2.
Todistus. Merkita¨a¨n D = D1 ∪ D2. Nyt D on jakojen D1 ja D2 yhteinen
tihennys, joten Lemman 3.3.3 nojalla
sD1 ≤ sD ≤ SD ≤ SD2 . 
Lemman 3.3.4 perusteella joukko {SD : D on va¨lin [a, b] jako} on alhaalta
rajoitettu ja vastaavasti joukko {sD : D on va¨lin [a, b] jako} on ylha¨a¨lta¨ ra-
joitettu. Lisa¨ksi, koska kyseiset joukot ovat epa¨tyhjia¨, niin voidaan ma¨a¨ritella¨
I = I(f) = inf {SD : D on va¨lin [a, b] jako}
ja
I = I(f) = sup {sD : D on va¨lin [a, b] jako} .
Lukua I kutsutaan funktion f yla¨integraaliksi ja lukua I funktion f alainte-
graaliksi. Lemmasta 3.3.4 seuraa edelleen, etta¨ I ≤ I. Nyt siis
sD ≤ I ≤ I ≤ SD (3.3)
kaikilla va¨lin [a, b] jaoilla D. Nyt voidaan antaa Riemannin integraalin ma¨a¨-
ritelma¨:
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Ma¨a¨ritelma¨ 3.3.5. Rajoitettu funktio f : [a, b] → R on Riemann-integroi-
tuva (lyhyesti integroituva), jos I(f) = I(f). Ta¨llo¨in ala- ja yla¨integraalin
yhteista¨ arvoa sanotaan funktion f Riemann-integraaliksi (lyhyesti integraa-
liksi) tai ma¨a¨ra¨tyksi integraaliksi yli va¨lin [a, b] ja merkita¨a¨n
I(f) = I(f) =
∫ b
a
f =
∫ b
a
f(x) dx.
Lukua a sanotaan integraalin alarajaksi ja lukua b yla¨rajaksi. Lisa¨ksi va¨lilla¨
[a, b] integroituvalle funktiolle f sovitaan merkinno¨ista¨∫ a
b
f(x) dx = −
∫ b
a
f(x) dx ja
∫ c
c
f(x) dx = 0
kaikilla c ∈ [a, b].
Jotkut teokset, kuten esimerkiksi [1], olettavat Riemannin integraalin
ma¨a¨ritelma¨n yhteydessa¨ funktiosta f , etta¨ se on jatkuva va¨lilla¨ [a, b]. Tie-
deta¨a¨n, etta¨ suljetulla va¨lilla¨ ma¨a¨ritelty jatkuva funktio on rajoitettu, joten
Ma¨a¨ritelma¨ 3.3.5 on yleisempi kuin vastaava ma¨a¨ritelma¨ jatkuvalle funk-
tiolle. Jatkuvan funktion tapauksessa funktiolla f on suurin ja pienin arvo
jokaisella jakova¨lilla¨ ∆k, kun k = 1, . . . , n, joten
Gk(f) = max {f(x) : x ∈ ∆k} ja gk(f) = min {f(x) : x ∈ ∆k}
kaikilla k = 1, . . . , n. Itse asiassa myo¨hemmin osoitetaan, etta¨ jokainen sul-
jetulla va¨lilla¨ [a, b] ma¨a¨ritelty jatkuva funktio on integroituva. Riemann-
integroituvalla funktiolla voi kuitenkin olla jopa a¨a¨reto¨n ma¨a¨ra¨ epa¨jatku-
vuuspisteita¨, kuten seuraava esimerkki osoittaa:
Esimerkki 3.3.6. Ma¨a¨ritella¨a¨n funktio f : [0, 2]→ R asettamalla f(x) = 1,
kun x = 1/n jollain n ∈ N ja f(x) = 0 muulloin. Osoitetaan, etta¨ funktio f
on Riemann-integroituva va¨lilla¨ [0, 2].
Koska 0 ≤ f(x) ≤ 1 kaikilla x ∈ [0, 2], niin f on rajoitettu. Olkoon  > 0.
Olkoon
Dn = {xi ∈ [0, 2] : i = 0, . . . , 2n+ 1} ,
jossa 
x0 = 0,
x2k−1 = 1/(n− (k − 1))− 1/(2n2), kun k = 1, . . . , n,
x2k = 1/(n− (k − 1)) + 1/(2n2), kun k = 1, . . . , n,
x2n+1 = 2,
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missa¨ n ∈ N valitaan myo¨hemmin. Selva¨sti joukko Dn on a¨a¨rellinen. Koska
x1 − x0 = 1
n
− 1
2n2
− 0 = 2n− 1
2n2
> 0
ja
x2n+1 − x2n = 2−
(
1 +
1
2n2
)
= 1− 1
2n2
> 0,
niin x0 < x1 ja x2n < x2n+1. Pisteiden x2k ja x2k−1, kun k = 1, . . . , n erotuk-
seksi saadaan
x2k − x2k−1 = 1
n2
> 0
eli x2k−1 < x2k kaikilla k = 1, . . . , n. Todetaan viela¨, etta¨
x2k+1 − x2k = x2(k+1)−1 − x2k = 1
n− k −
1
2n2
−
(
1
n− (k − 1) +
1
2n2
)
=
n− (k − 1)
(n− k)(n− k + 1) −
n− k
(n− k)(n− k + 1) −
1
n2
=
1
(n− k)(n− (k − 1)) −
1
n2
> 0
kaikilla k = 1, . . . , n− 1, joten x2k < x2k+1 kaikilla k = 1, . . . , n− 1. On siis
osoitettu, etta¨
0 = x0 < x1 < . . . < x2n < x2n+1 = 2,
joten joukko Dn on va¨lin [0,2] jako.
Merkita¨a¨n ∆i = [xi−1, xi], kun i = 1, . . . , 2n+ 1. Ta¨llo¨in
∆1 =
[
0,
1
n
− 1
2n2
]
,
∆2k =
[
1
n− (k − 1) −
1
2n2
,
1
n− (k − 1) +
1
2n2
]
, kun k = 1, . . . , n,
∆2k+1 =
[
1
n− (k − 1) +
1
2n2
,
1
n− k −
1
2n2
]
, kun k = 1, . . . , n− 1,
∆2n+1 =
[
1 +
1
2n2
, 2
]
.
Merkita¨a¨n Gi(f) = sup {f(x) : x ∈ ∆i}, gi(f) = inf {f(x) : x ∈ ∆i} seka¨
l(∆i) = xi−xi−1, kun i = 1, . . . , 2n+ 1. Koska f(x) ≤ 1 kaikilla x ∈ ∆2k kai-
killa k = 1, . . . , n, niin G2k(f) = 1 kaikilla k = 1, . . . , n. Lisa¨ksi G1(f) = 1,
silla¨ f saa arvon 1 myo¨s va¨lilla¨ ∆1. Toisaalta, koska f(x) = 0 va¨lilla¨ ∆2n+1
seka¨ kaikilla x ∈ ∆2k+1 kaikilla k = 1, . . . , n−1, niin G2n+1(f) = G2k+1(f) =
0 kaikilla k = 1, . . . , n− 1.
24
Nyt
SDn(f) =
2n+1∑
i=1
Gi(f)l(∆i)
= G1(f)l(∆1) +
n∑
k=1
G2k(f)l(∆2k) +
n−1∑
k=1
G2k+1(f)l(∆2k+1)
+G2n+1(f)l(∆2n+1)
= 1 ·
(
1
n
− 1
2n2
)
+
n∑
k=1
1 ·
(
1
n− (k − 1) +
1
2n2
−
(
1
n− (k − 1) −
1
2n2
))
+ 0
=
1
n
− 1
2n2
+
n∑
k=1
1
n2
=
1
n
− 1
2n2
+
1
n
<
2
n
< ,
jos ja vain jos n > 2/.
Koska f(x) ≥ 0 kaikilla x ∈ [0, 2], niin gi(f) ≥ 0 kaikilla i = 1, . . . , 2n+1.
Nyt
sDn(f) =
2n+1∑
i=1
gi(f)l(∆i) ≥ 0.
Valitaan nyt sellainen n ∈ N, etta¨ n > 2/. Ta¨llo¨in epa¨yhta¨lo¨ketjun (3.3)
nojalla
0 ≤ sDn(f) ≤ I(f) ≤ I(f) ≤ SDn(f) < .
Koska  > 0 oli mielivaltainen, niin 0 ≤ I(f) ≤ I(f) ≤ 0 eli I(f) = I(f) = 0.
Siis f on Riemann-integroituva ja∫ 2
0
f(x) dx = 0. 
[33]
Esimerkki 3.3.7. Osoitetaan viela¨, etta¨ vakiofunktio f : [a, b] → R, jolle
f(x) = C kaikilla x ∈ [a, b] jollain C ∈ R, on Riemann-integroituva va¨lilla¨
[a, b] ja ∫ b
a
f(x) dx = C(b− a).
Selva¨sti funktio f on rajoitettu va¨lilla¨ [a, b]. Olkoon n ∈ N. Olkoon D =
{x0, . . . , xn} va¨lin [a, b] jako. Nyt Gk(f) = gk(f) = C kaikilla k = 1, . . . , n,
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joten
sD =
n∑
k=1
gk(f)l(∆k) = C
n∑
k=1
l(∆k) = C(b− a)
ja
SD =
n∑
k=1
Gk(f)l(∆k) = C
n∑
k=1
l(∆k) = C(b− a),
joten I(f) = I(f) = C(b− a). Siis f on Riemann-integroituva va¨lilla¨ [a, b] ja∫ b
a
f(x) dx = C(b− a). 
Riemannin integraalin ma¨a¨ritelma¨sta¨ voidaan johtaa seuraava tulos, jon-
ka todistus lo¨ytyy esimerkiksi la¨hteesta¨ [28, ss.196-197]:
Lause 3.3.8 (Riemannin ehto). Olkoon funktio f : [a, b] → R rajoitettu.
Ta¨llo¨in funktio f on integroituva, jos ja vain jos jokaista lukua  > 0 kohti
on olemassa sellainen jako D = D, etta¨ SD − sD < .
Esimerkki 3.3.9. Ma¨a¨ritella¨a¨n funktio f va¨lilla¨ [0, 1] asettamalla
f(x) =
{
0, kun x ∈ [0, 1] ∩Q,
1, kun x ∈ [0, 1] ∩ (R \Q).
Na¨yteta¨a¨n, etta¨ funktio f ei ole integroituva va¨lilla¨ [0, 1].
Olkoon n ∈ N. Olkoon D = {x0, . . . , xn} va¨lin [0, 1] jako. Koska jokainen
jaon D jakova¨li sisa¨lta¨a¨ seka¨ rationaali- etta¨ irrationaalilukuja, niin gk(f) = 0
ja Gk(f) = 1 kaikilla k = 1, . . . , n, joten
sD =
n∑
k=1
gk(f)l(∆k) = 0 ja SD =
n∑
k=1
Gk(f)l(∆k) = 1.
Koska jokaisella va¨lin [0, 1] jaolla D on voimassa SD − sD = 1, niin funktio
f ei ole integroituva Riemannin ehdon 3.3.8 nojalla. 
Lukua |D| = max {l(∆k) : k = 1, . . . , n} sanotaan jaon D normiksi. To-
distetaan viela¨ seuraava lause:
Lause 3.3.10. Olkoon funktio f : [a, b]→ R monotoninen. Ta¨llo¨in funktio f
on integroituva yli va¨lin [a, b].
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Todistus. Olkoon funktio f va¨heneva¨ (Todistus kasvavalle funktiolle me-
nee vastaavasti.). Aiemmin, Esimerkissa¨ 3.3.7, osoitettiin, etta¨ va¨lilla¨ [a, b]
ma¨a¨ritelty vakiofunktio on ta¨lla¨ va¨lilla¨ integroituva, joten voidaan olettaa,
etta¨ f(a) > f(b). Koska f(a) ≥ f(x) ≥ f(b) kaikilla x ∈ [a, b], niin funk-
tio f on rajoitettu. Olkoon luku  > 0. Valitaan sellainen va¨lin [a, b] jako
D = {x0, . . . , xn}, etta¨ |D| < /(f(a) − f(b)) jollain n ∈ N. Edella¨ siis
a = x0 < x1 < . . . < xn = b. Koska funktio f on va¨heneva¨, niin
Gk(f) = f(xk−1) ja gk(f) = f(xk)
kaikilla k = 1, . . . , n. Ta¨llo¨in
SD(f)− sD(f) =
n∑
k=1
(Gk(f)− gk(f))l(∆k) ≤
n∑
k=1
(f(xk−1)− f(xk)) |D|
= |D|
n∑
k=1
(f(xk−1)− f(xk)) = |D| (f(x0)− f(xn))
= |D| (f(a)− f(b)) < 
f(a)− f(b)(f(a)− f(b)) = ,
joten funktio f on integroituva Riemannin ehdon nojalla. 
3.3.2 Riemannin summat
Tarkastellaan edelleen va¨lilla¨ [a, b] rajoitettua funktiota f . Olkoon D =
{x0, . . . , xn} va¨lin [a, b] jako jollain n ∈ N. Olkoon ξ = (ξ1, . . . , ξn) sellai-
nen jono, etta¨ ξk ∈ ∆k = [xk−1, xk] kaikilla k = 1, . . . , n. Summa
SD(f, ξ) =
n∑
k=1
f(ξk)l(∆k)
on funktion f jakoon D ja jonoon ξ liittyva¨ Riemannin summa.
Havaitaan, etta¨ koska gk(f) ≤ f(ξk) ≤ Gk(f) kaikilla k = 1, . . . , n, niin
sD(f) ≤ SD(f, ξ) ≤ SD(f).
Ma¨a¨ritelma¨ 3.3.11. Luku S ∈ R on funktion f Riemannin summien raja-
arvo, merkita¨a¨n
lim
|D|→0
SD(f, ξ) = S,
jos jokaista lukua  > 0 kohti on olemassa sellainen luku δ > 0, etta¨
|SD(f, ξ)− S| < ,
kun D on jako, jolle on voimassa |D| < δ ja ξ on jakoon D liittyva¨ mielival-
tainen jono.
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Riemannin summilla ja funktion f integroituvuudella on seuraava yhteys
(Todistus sivuutetaan, mutta se lo¨ytyy esimerkiksi teoksesta [28]):
Lause 3.3.12. Olkoon f : [a, b]→ R rajoitettu funktio ja luku S ∈ R. Ta¨llo¨in
funktio f on integroituva ja ∫ b
a
f(x) dx = S,
jos ja vain jos
lim
|D|→0
SD(f, ξ) = lim|D|→0
n∑
k=1
f(ξk)l(∆k) = S.
Huomautus 3.3.13. Riemannin integraali voidaan siis ma¨a¨ritella¨ yhta¨pita¨-
va¨sti Riemannin summien avulla. Sellaista jakopisteiden lisa¨a¨mista¨, missa¨
jakova¨leista¨ pisin la¨hestyy pituudeltaan nollaa kutsutaan jaon tihenta¨miseksi
rajatta.
3.3.3 Riemannin integraalin perusominaisuuksia
Annetaan seuraavaksi joukko Riemannin integraalin perusominaisuuksia.
Lause 3.3.14. Olkoot f ja g va¨lilla¨ [a, b] integroituvia funktioita ja piste
c ∈ R sellainen, etta¨ a ≤ c ≤ b. Olkoot luvut m ja M sellaisia, etta¨ m ≤
f(x) ≤M kaikilla x ∈ [a, b] seka¨ α, β ∈ R vakioita. Ta¨llo¨in
(a) funktio αf on integroituva va¨lilla¨ [a, b] ja∫ b
a
αf(x) dx = α
∫ b
a
f(x) dx,
(b) funktio f + g on integroituva va¨lilla¨ [a, b] ja∫ b
a
(f(x) + g(x)) dx =
∫ b
a
f(x) dx+
∫ b
a
g(x) dx,
(c) jos f(x) ≤ g(x) kaikilla x ∈ [a, b], niin∫ b
a
f(x) dx ≤
∫ b
a
g(x) dx,
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(d) funktion f Riemannin integraalille yli va¨lin [a, b] on voimassa
m(b− a) ≤
∫ b
a
f(x) dx ≤M(b− a),
(e) funktio |f | on integroituva va¨lilla¨ [a, b] ja∣∣∣∣∫ b
a
f(x) dx
∣∣∣∣ ≤ ∫ b
a
|f(x)| dx,
(f) funktio fg on integroituva va¨lilla¨ [a, b], mutta on huomattava, etta¨ yleensa¨
kuitenkin on∫ b
a
f(x)g(x) dx 6=
(∫ b
a
f(x) dx
)(∫ b
a
g(x) dx
)
,
(g) jos on olemassa sellainen luku d > 0, etta¨ f(x) ≥ d > 0 kaikilla x ∈ [a, b],
niin funktio 1/f on integroituva va¨lilla¨ [a, b],
(h) funktio f on integroituva va¨lin [a, b] jokaisella osava¨lilla¨ ja∫ b
a
f(x) dx =
∫ c
a
f(x) dx+
∫ b
c
f(x) dx
eli integrointi voidaan suorittaa osissa. Jos funktio f on integroituva kul-
lakin osava¨lilla¨, niin ylla¨ oleva kaava on voimassa lukujen a, b ja c suu-
ruusja¨rjestyksesta¨ huolimatta.
Todistus. Va¨itteet (a) ja (b) voidaan todistaa esimerkiksi Riemannin sum-
mien ja Lauseen 3.3.12 avulla. Va¨ite (c) saadaan Riemannin integraalin
ma¨a¨ritelma¨n 3.3.5 seurauksena. Va¨ite (d) on va¨itteen (c) seuraus. Va¨itteiden
(e), (f) ja (h) todistuksessa voidaan ka¨ytta¨a¨ esimerkiksi Riemannin ehtoa,
Lause 3.3.8. [28, ss.208-218], [20, s.11]
Todistetaan kohta (g): Olkoon luku  > 0. Koska funktio f on integroituva
va¨lilla¨ [a, b], niin se on myo¨s rajoitettu ta¨lla¨ va¨lilla¨, joten on olemassa sellaiset
luvut g ∈ R ja G ∈ R, etta¨ g ≤ f(x) ≤ G kaikilla x ∈ [a, b]. Lisa¨ksi
Riemannin ehdon perusteella on olemassa sellainen va¨lin [a, b] jako D =
{x0, . . . , xn} jollain n ∈ N, etta¨ SD(f)− sD(f) < g2. Ta¨llo¨in
SD(f)− sD(f) =
n∑
k=1
(Gk(f)− gk(f))l(∆k) < g2.
29
Jos nyt f(x) ≥ d > 0 kaikilla x ∈ [a, b] jollain 0 < d ∈ R, niin funktiolle f on
voimassa 0 < g ≤ f(x) ≤ G. Funktiolle 1/f saadaan siis
1
g
≥ 1
f(x)
≥ 1
G
kaikilla x ∈ [a, b], joten myo¨s funktio 1/f on rajoitettu. Tarkastellaan jaon
D mielivaltaista jakova¨lia¨ ∆k jollain k ∈ {1, . . . , n}. Koska f(x) ≥ d > 0
kaikilla x ∈ [a, b], niin f(x) ≥ d > 0 jokaisella x ∈ ∆k. Edelleen 0 < d ≤
gk(f) ≤ f(x) ≤ Gk(f) kaikilla x ∈ ∆k, joten
1
gk(f)
≥ 1
f(x)
≥ 1
Gk(f)
kaikilla x ∈ ∆k. Ta¨llo¨in
Gk(1/f) ≤ 1
gk(f)
ja gk(1/f) ≥ 1
Gk(f)
.
Nyt jaolle D ja funktiolle 1/f saadaan
SD (1/f)− sD (1/f) =
n∑
k=1
(Gk (1/f)− gk (1/f)) l (∆k)
≤
n∑
k=1
(
1
gk(f)
− 1
Gk(f)
)
l(∆k)
=
n∑
k=1
(
Gk(f)− gk(f)
gk(f)Gk(f)
)
l(∆k)
≤
n∑
k=1
(
Gk(f)− gk(f)
(gk(f))2
)
l(∆k)
≤
n∑
k=1
(
Gk(f)− gk(f)
g2
)
l(∆k)
=
1
g2
n∑
k=1
(Gk(f)− gk(f)) l(∆k) < 1
g2
· g2 = .
Koska  > 0 oli mielivaltainen, niin funktio 1/f on integroituva Riemannin
ehdon nojalla. 
3.3.4 Jatkuvan funktion integroituvuus
Osoitetaan seuraavaksi, etta¨ suljetulla va¨lilla¨ [a, b] jatkuva funktio on in-
tegroituva. Ta¨ta¨ varten tarvitaan tavallista jatkuvuutta vahvempi ka¨site ta-
sainen jatkuvuus.
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Ma¨a¨ritelma¨ 3.3.15. Olkoon A ⊂ R joukko. Funktio f : A→ R on tasaisesti
jatkuva joukossa A, jos jokaista lukua  > 0 kohti on olemassa sellainen luku
d > 0, etta¨
|f(x)− f(y)| <  aina, kun x, y ∈ A ja |x− y| < δ.
Huomautus 3.3.16. Havainnollisesti funktio f on tasaisesti jatkuva joukossa
A, jos funktion arvot ovat mielivaltaisen la¨hella¨ toisiaan aina, kun muut-
tujan arvot ovat riitta¨va¨n la¨hella¨ toisiaan. Funktion tasainen jatkuvuus on
ma¨a¨ritelty joukossa, ei pisteitta¨in, kuten funktion jatkuvuus. Funktion jat-
kuvuus seuraa funktion tasaisesta jatkuvuudesta, silla¨ valitsemalla ma¨a¨ri-
telma¨ssa¨ 3.3.15 kiintea¨ piste x = x0 saadaan pisteessa¨ x0 ∈ A jatkuvan
funktion ma¨a¨ritelma¨. Ka¨a¨nteinen va¨ite ei kuitenkaan pa¨de, mika¨ voidaan to-
deta esimerkiksi tarkastelemalla ehdolla f(x) = 1/x ma¨a¨riteltya¨ funktiota
f : ]0,∞[→ R pisteen nolla la¨heisyydessa¨.
Seuraava lause todistetaan esimerkiksi teoksessa [28, ss.204-205]:
Lause 3.3.17. Suljetulla va¨lilla¨ jatkuva funktio on tasaisesti jatkuva.
Nyt voidaan osoittaa jatkuvan funktion integroituvuutta koskeva tulos:
Lause 3.3.18. Suljetulla va¨lilla¨ [a, b] jatkuva funktio f on integroituva.
Todistus. Koska funktio f on ma¨a¨ritelty ja jatkuva suljetulla va¨lilla¨ [a, b],
niin se on myo¨s rajoitettu kyseisella¨ va¨lilla¨. Olkoon luku  > 0. Lauseen
3.3.17 perusteella f on tasaisesti jatkuva, joten on olemassa sellainen luku
δ > 0, etta¨
|f(x)− f(y)| < 
b− a aina, kun x, y ∈ [a, b] ja |x− y| < δ.
Valitaan nyt sellainen va¨lin [a, b] jako D, etta¨ |D| < δ. Jaon D jakova¨lit ovat
∆1, . . . ,∆n jollain n ∈ N. Suljetulla va¨lilla¨ jatkuva funktio saa suurimman ja
pienimma¨n arvonsa, joten on olemassa sellaiset jakova¨lin ∆k luvut uk ja vk,
etta¨
Gk(f) = max
x∈∆k
f(x) = f(uk) ja gk(f) = min
x∈∆k
f(x) = f(vk)
kaikilla k = 1, . . . , n. Jaon D valinnasta johtuen
|uk − vk| ≤ l(∆k) ≤ |D| < δ
kaikilla k = 1, . . . , n, joten tasaisen jatkuvuuden nojalla
0 ≤ Gk(f)− gk(f) = f(uk)− f(vk) < 
b− a
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kaikilla k = 1, . . . , n. Ta¨ten
SD(f)− sD(f) =
n∑
k=1
(Gk(f)− gk(f))l(∆k)
<
n∑
k=1

b− al(∆k) =

b− a
n∑
k=1
l(∆k) =

b− a(b− a) = .
Siis funktio f on integroituva Riemannin ehdon nojalla. 
Edelleen Riemannin ehdon perusteella voidaan osoittaa [20, s.13]
Lemma 3.3.19. Olkoon funktio f : [a, b] → R rajoitettu. Oletetaan lisa¨ksi,
etta¨ funktio f on jatkuva avoimella va¨lilla¨ ]a, b[. Ta¨llo¨in f on integroituva
vastaavalla suljetulla va¨lilla¨ [a, b].
Ka¨ytta¨en hyva¨ksi edella¨ olevan lemman tulosta ja Lauseen 3.3.14 kohtaa
(h) saadaan
Lause 3.3.20. Olkoon funktio f : [a, b]→ R rajoitettu ja joukko
A = {c ∈ [a, b] : f on epa¨jatkuva pisteessa¨ c}
a¨a¨rellinen. Ta¨llo¨in funktio f on integroituva va¨lilla¨ [a, b].
Edelleen seurauksena saadaan
Korollaari 3.3.21. Paloittain jatkuva funktio f : [a, b]→ R on integroituva.
Huomautus 3.3.22. Aiemmin, Esimerkissa¨ 3.3.6, osoitettiin, etta¨ integroitu-
valla funktiolla voi olla myo¨s a¨a¨reto¨n ma¨a¨ra¨ epa¨jatkuvuuskohtia.
Lauseen 3.3.14 kohdan (d) seurauksena saadaan
Lause 3.3.23 (Integraalilaskennan va¨liarvolause). Olkoon funktio f : [a, b]→
R integroituva. Olkoot
g = inf {f(x) : x ∈ [a, b]} ja G = sup {f(x) : x ∈ [a, b]} .
Ta¨llo¨in
g ≤ 1
b− a
∫ b
a
f(x) dx ≤ G.
Lisa¨ksi jatkuvalle funktiolle on voimassa
Lause 3.3.24. Jos funktio f on jatkuva va¨lilla¨ [a, b], niin on olemassa sel-
lainen piste ξ ∈ ]a, b[ , etta¨
1
b− a
∫ b
a
f(x) dx = f(ξ).
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Huomautus 3.3.25. Lause 3.3.24 on voimassa myo¨s silloin, kun a > b. Ta¨llo¨in
piste ξ kuuluu va¨lille ]b, a[. Olkoon funktio f : [a, b]→ R integroituva. Funk-
tion f keskiarvo va¨lilla¨ [a, b] on
f =
1
b− a
∫ b
a
f(x) dx.
Erityisesti, jos funktio f on jatkuva va¨lilla¨ [a, b], niin Lauseen 3.3.24 nojalla
on olemassa sellainen va¨lin ]a, b[ piste ξ, etta¨ f = f(ξ).
3.4 Riemannin integraalin ja integraalifunktion yhteys
Selviteta¨a¨n seuraavaksi, miten edella¨ esiintyneet integraalilaskennan kaksi
peruska¨sitetta¨, integraalifunktio ja Riemannin integraali, liittyva¨t toisiinsa.
Olkoot I ⊂ R va¨li ja piste a ∈ I. Olkoon funktio f : I → R integroituva
va¨lin I jokaisella suljetulla osava¨lilla¨. Ta¨llo¨in on olemassa∫ x
a
f(t) dt
kaikilla x ∈ I eli saadaan funktio F : I → R, jolle
F (x) =
∫ x
a
f(t) dt (3.4)
jokaisella x ∈ I. Todistetaan seuraava tulos:
Lause 3.4.1. Olkoot funktio f integroituva va¨lin I jokaisella suljetulla osa-
va¨lilla¨ ja piste a ∈ I. Olkoon F : I → R sellainen funktio, joka toteuttaa
ehdon (3.4) kaikilla x ∈ I. Ta¨llo¨in F on jatkuva va¨lilla¨ I. Lisa¨ksi, jos f on
jatkuva pisteessa¨ x0 ∈ I, niin F on derivoituva pisteessa¨ x0 ja F ′(x0) = f(x0)
(Jos piste x0 on va¨lin I pa¨a¨tepiste, niin merkinna¨lla¨ F
′(x0) tarkoitetaan
toispuoleista derivaattaa.).
Todistus. Na¨yteta¨a¨n ensin, etta¨ funktio F on jatkuva va¨lilla¨ I. Olkoon luku
 > 0. Olkoon x0 ∈ I sellainen piste, joka ei ole va¨lin I vasemmanpuoleinen
pa¨a¨tepiste. Valitaan sellainen luku b < x0, etta¨ b ∈ I. Tarkastellaan nyt va¨lia¨
[b, x0] ⊂ I. Koska funktio f on integroituva va¨lilla¨ [b, x0], niin se on myo¨s
rajoitettu kyseisella¨ va¨lilla¨, joten on olemassa sellainen luku M > 0, etta¨
|f(t)| ≤M kaikilla t ∈ [b, x0]. Jos x ∈ [b, x0], niin Lauseen 3.3.14 kohdan (h)
perusteella saadaan
F (x0)− F (x) =
∫ x0
a
f(t) dt−
∫ x
a
f(t) dt =
∫ x0
x
f(t) dt. (3.5)
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Edelleen Lauseen 3.3.14 kohtien (e) ja (d) nojalla saadaan
|F (x0)− F (x)| =
∣∣∣∣∫ x0
x
f(t) dt
∣∣∣∣ ≤ ∫ x0
x
|f(t)| dt ≤M(x0 − x) < ,
kun x0 − x < /M , joten F (x) → F (x0), kun x → x0−. Vastaavasti voi-
daan na¨ytta¨a¨, etta¨ jos piste x0 ei ole va¨lin I oikeanpuoleinen pa¨a¨tepiste, niin
F (x) → F (x0), kun x → x0+. Siis funktio F on jatkuva va¨lin I mielivaltai-
sessa pisteessa¨ x0, joten F on jatkuva va¨lilla¨ I.
Todistetaan viela¨ Lauseen 3.4.1 ja¨lkimma¨inen va¨ite. Olkoon siis funktio
f jatkuva va¨lin I pisteessa¨ x0. Oletetaan ja¨lleen, etta¨ x0 ei ole va¨lin I vasem-
manpuoleinen pa¨a¨tepiste. Olkoon luku  > 0. Koska f on jatkuva pisteessa¨
x0, niin on olemassa sellainen luku δ > 0, etta¨
|f(t)− f(x0)| < , kun t ∈ I ja |x0 − t| < δ.
Voidaan olettaa, etta¨ myo¨s piste x0 − δ on va¨lin I piste. Olkoon nyt piste x
sellainen, etta¨ x0 − δ < x < x0. Ta¨llo¨in 0 < x0 − x < δ, joten
f(x0)−  < f(t) < f(x0) + 
kaikilla t ∈ [x, x0], joten Lauseen 3.3.14 kohdan (c) nojalla∫ x0
x
(f(x0)− ) dt ≤
∫ x0
x
f(t) dt ≤
∫ x0
x
(f(x0) + ) dt,
josta kaavan (3.5) ja aiemmin johdetun vakiofunktion integraalin perusteella
saadaan
(f(x0)− )(x0 − x) ≤ F (x0)− F (x) ≤ (f(x0) + )(x0 − x).
Edelleen
− ≤ F (x0)− F (x)
x0 − x − f(x0) ≤ 
eli ∣∣∣∣F (x0)− F (x)x0 − x − f(x0)
∣∣∣∣ ≤ ,
joten
F (x0)− F (x)
x0 − x → f(x0), kun x→ x0−.
On siis olemassa funktion F vasemmanpuoleinen derivaatta pisteessa¨ x0 ja
F ′−(x0) = f(x0). Vastaavasti voidaan todeta, etta¨ jos piste x0 ei ole va¨lin
I oikeanpuoleinen pa¨a¨tepiste, niin F ′+(x0) = f(x0). Siis F on derivoituva
pisteessa¨ x0 ja F
′(x0) = f(x0). 
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Huomautus 3.4.2. Jos funktio f on jatkuva jokaisessa va¨lin I pisteessa¨, niin
F ′(x) = f(x) kaikilla x ∈ I, joten funktio F on funktion f integraalifunktio.
Saatiin siis seuraava tulos:
Lause 3.4.3. Olkoot I ⊂ R va¨li, piste a ∈ I ja vakio C ∈ R. Olkoon f : I →
R jatkuva funktio. Ta¨llo¨in funktiolla f on va¨lilla¨ I integraalifunktioita ja
funktion f jokainen integraalifunktio F on muotoa
F (x) =
∫ x
a
f(t) dt+ C
kaikilla x ∈ I.
Otetaan ka¨ytto¨o¨n merkinta¨
F (b)− F (a) =
b/
a
F (x).
Lauseen 3.4.3 perusteella saadaan seuraava Riemannin integraalien ka¨yta¨n-
no¨n laskemista helpottava tulos:
Lause 3.4.4 (Analyysin peruslause). Olkoot funktio f : [a, b]→ R jatkuva ja
funktio F jokin funktion f integraalifunktio va¨lilla¨ [a, b]. Ta¨llo¨in
∫ b
a
f(x) dx =
b/
a
F (x) = F (b)− F (a).
Todistus. Lauseen 3.4.3 nojalla on olemassa sellainen vakio C ∈ R, etta¨
F (x) =
∫ x
a
f(t) dt+ C
kaikilla x ∈ [a, b], joten
F (b)− F (a) =
∫ b
a
f(t) dt+ C −
(∫ a
a
f(t) dt+ C
)
=
∫ b
a
f(t) dt
eli
F (b)− F (a) =
∫ b
a
f(x) dx. 
Ka¨ytta¨ma¨lla¨ Differentiaalilaskennan va¨liarvolausetta voidaan Analyysin
peruslause 3.4.4 todistaa yleisemma¨ssa¨ muodossa [20, s.19]:
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Lause 3.4.5. Olkoot funktio f : [a, b] → R integroituva ja funktio F jokin
funktion f integraalifunktio va¨lilla¨ [a, b]. Ta¨llo¨in∫ b
a
f(x) dx = F (b)− F (a).
Tarkastellaan viela¨ kahta seuraavaa esimerkkia¨:
Esimerkki 3.4.6. Tutki, onko funktiolla f : [−2, 2]→ R integraalifunktiota
va¨lilla¨ [−2, 2], kun f ma¨a¨ritella¨a¨n ehdolla
f(x) =
{
1, kun x ∈ [−2, 0],
x, kun x ∈ ]0, 2].
Ratkaisu. Funktio f on selva¨sti epa¨jatkuva pisteessa¨ x = 0. Jos integraali-
funktio F on olemassa, niin se on muotoa
F (x) =
{
x+ C, kun x ∈ [−2, 0],
1
2
x2 +D, kun x ∈ ]0, 2]
joillain vakioilla C,D ∈ R. Funktion F tulee olla jatkuva kaikilla x ∈ [−2, 2],
joten erityisesti kohdassa x = 0 saadaan seuraava ehto:
lim
x→0−
F (x) = lim
x→0+
F (x) = F (0),
joten C = D. Koska f on epa¨jatkuva, niin ei voida sanoa, etta¨ funktio F on
funktion f integraalifunktio, vaan on tutkittava, onko F ′(x) = f(x) kaikilla
x ∈ [−2, 2]. Funktion F vasemmanpuoleinen derivaatta kohdassa x = 0 on
F ′−(0) = lim
x→0−
F (x)− F (0)
x− 0 = limx→0−
(x+ C)− C
x
= 1.
Vastaavasti oikeanpuoleinen derivaatta pisteessa¨ x = 0 on
F ′+(0) = lim
x→0+
F (x)− F (0)
x− 0 = limx→0+
(1
2
x2 + C)− C
x
= lim
x→0+
1
2
x = 0.
Koska F ′−(0) 6= F ′+(0), niin F ′(0) ei ole olemassa, joten funktiolla f ei ole
integraalifunktiota va¨lilla¨ [−2, 2].
Havaitaan kuitenkin, etta¨ funktio f on paloittain jatkuva, joten Korol-
laarin 3.3.21 nojalla se on integroituva va¨lilla¨ [−2, 2]. Integraalin∫ 2
−2
f(x) dx
arvo saataisiin nyt esimerkiksi ala- ja yla¨summia tutkimalla.
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Esimerkki 3.4.7. Olkoon luku a > 0. Ma¨a¨ritella¨a¨n funktio F : [−a, a]→ R
asettamalla
F (x) =
{
x2 sin (1/x2) , kun x ∈ [−a, a] ja x 6= 0,
0, kun x = 0.
Ma¨a¨ritella¨a¨n funktio f : [−a, a] → R ehdolla f(x) = F ′(x) kaikilla x ∈
[−a, a]. Saadaan siis
f(x) = F ′(x) =
{
2x sin (1/x2)− 2/x cos (1/x2) , kun x ∈ [−a, a] ja x 6= 0,
0, kun x = 0.
Funktio F on siis funktion f integraalifunktio. Huomataan kuitenkin, etta¨
funktio f ei ole integroituva va¨lilla¨ [−a, a], silla¨ f ei ole rajoitettu missa¨a¨n
pisteen x = 0 ympa¨risto¨ssa¨.
Yhteenvetona todettakoon, etta¨ on tehty seuraavat havainnot:
• Lauseen 3.4.3 nojalla jokaisella jatkuvalla funktiolla on integraalifunk-
tio.
• Esimerkki 3.2.1 puolestaan osoittaa, etta¨ epa¨jatkuvallakin funktiolla
voi olla integraalifunktioita.
• Esimerkin 3.4.6 nojalla kaikilla funktioilla ei kuitenkaan ole integraali-
funktioita.
• Samalla Esimerkki 3.4.6 osoittaa, etta¨ sellainen funktio, jolla ei ole
integraalifunktioita, voi kuitenkin olla integroituva.
• Esimerkki 3.4.7 puolestaan osoittaa, etta¨ sellainen funktio, jolla on
va¨lilla¨ integraalifunktioita, ei va¨ltta¨ma¨tta¨ ole integroituva kyseisella¨
va¨lilla¨.
Huomautus 3.4.8. Funktiolla sanotaan olevan hyppa¨ysepa¨jatkuvuus funktion
ma¨a¨rittelyjoukon pisteessa¨ a, jos funktiolla on olemassa erisuuret, a¨a¨relliset
toispuoleiset raja-arvot pisteessa¨ a. Voidaan osoittaa [20, s.19], etta¨ jos va¨lilla¨
I ma¨a¨ritellylla¨ funktiolla f on epa¨jatkuvuuskohtana hyppa¨ysepa¨jatkuvuus,
kuten Esimerkissa¨ 3.4.6, niin funkiolla f ei ole integraalifunktioita va¨lilla¨ I.
3.5 Ma¨a¨ra¨tyn integraalin laskeminen
Ma¨a¨ra¨tyn integraalin ka¨yta¨nno¨n laskemisessa voidaan usein turvautua aiem-
min esitettyyn Analyysin peruslauseeseen 3.4.4. Myo¨s osittaisintegrointia ja
sijoitusmenettelya¨ voidaan ka¨ytta¨a¨ ma¨a¨ra¨tyn integraalin arvon ma¨a¨ritta¨mi-
sen tukena.
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3.5.1 Ma¨a¨ra¨tyn integraalin osittaisintegrointi
Lauseen 3.4.5 nojalla voidaan osittaisintegrointia soveltaa Riemannin inte-
graalin ma¨a¨ritta¨miseen:
Lause 3.5.1. Olkoot funktiot f ja g derivoituvia ja vastaavat derivaattafunk-
tiot f ′ ja g′ integroituvia va¨lilla¨ [a, b]. Ta¨llo¨in
∫ b
a
f(x)g′(x) dx =
b/
a
f(x)g(x)−
∫ b
a
f ′(x)g(x) dx.
3.5.2 Ma¨a¨ra¨tyn integraalin laskeminen sijoituksella
Riemannin integraaleja voidaan laskea sijoituksella seuraavan lauseen nojalla:
Lause 3.5.2. Olkoon f : I → R jatkuva funktio va¨lilla¨ I. Olkoon [α, β] ⊂ R
va¨li. Olkoon g : [α, β]→ R jatkuvasti derivoituva funktio, joka ta¨ytta¨a¨ ehdot:
g(α) = a, g(β) = b ja g(t) ∈ I kaikilla t ∈ [α, β]. Ta¨llo¨in∫ b
a
f(x) dx =
∫ β
α
f(g(t))g′(t) dt.
Todistus. Koska funktio f on jatkuva va¨lilla¨ I, niin silla¨ on Lauseen 3.4.3
nojalla integraalifunktio F : I → R. Tarkastellaan yhdistettya¨ kuvausta F ◦
g : [α, β]→ R. Ketjusa¨a¨nno¨n nojalla on
d
dt
F (g(t)) = F ′(g(t))g′(t) = f(g(t))g′(t)
kaikilla t ∈ [α, β] eli F ◦ g on jatkuvan funktion f(g(t))g′(t) integraalifunktio
va¨lilla¨ [α, β]. Analyysin peruslauseen 3.4.4 nojalla saadaan
∫ β
α
f(g(t))g′(t) dt =
β/
α
F (g(t)) = F (g(β))− F (g(α))
= F (b)− F (a) =
b/
a
F (x) =
∫ b
a
f(x) dx. 
Huomautus 3.5.3. Ma¨a¨ra¨tyn integraalin tapauksessa funktion g ei tarvitse
olla aidosti monotoninen, silla¨ ka¨a¨nteisfunktion g−1 olemassaoloa ei tarvita,
koska takaisinsijoitusta t = g−1(x) ei tarvitse tehda¨.
Esimerkiksi sijoituksella voidaan todistaa seuraava ta¨rkea¨ esimerkki:
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Esimerkki 3.5.4. Olkoon luku a > 0 ja funktio f : [−a, a] → R jatkuva.
Ta¨llo¨in, jos funktio f on parillinen eli f(x) = f(−x) kaikilla x ∈ [−a, a], niin∫ a
−a
f(x) dx = 2
∫ a
0
f(x) dx.
Toisaalta, jos funktio f on pariton eli f(−x) = −f(x) kaikilla x ∈ [−a, a],
niin ∫ a
−a
f(x) dx = 0.
3.5.3 Numeerinen integrointi
Jatkuvan funktion f : [a, b]→ R ma¨a¨ra¨tty integraali∫ b
a
f(x) dx
voidaan helposti laskea soveltamalla Analyysin peruslausetta 3.4.4, mika¨li
funktiolle f lo¨ydeta¨a¨n integraalifunktio F : [a, b] → R. Aiemmin kuiten-
kin todettiin, etta¨ esimerkiksi ehdolla f(x) = ex
2
ma¨a¨ritellylla¨ funktiolla
f : [a, b] → R ei ole alkeisfunktioiden avulla esitetta¨vissa¨ olevaa integraali-
funktiota. Ta¨llo¨in integraalille on laskettava likiarvo ka¨ytta¨ma¨lla¨ numeerisia
integrointimenetelmia¨. Ka¨sitella¨a¨n na¨ita¨ seuraavassa lyhyesti:
Lauseen 3.3.12 perusteella huomataan, etta¨ era¨s yksinkertainen numee-
rinen menetelma¨ on ka¨ytta¨a¨ Riemannin summia. Ta¨llo¨in kuitenkin hyva¨n
tarkkuuden saavuttamiseksi on ka¨ytetta¨va¨ eritta¨in tihea¨a¨ jakoa, mika¨ puo-
lestaan lisa¨a¨ laskuaikaa ja saattaa aiheuttaa pyo¨ristysvirheiden kasautumista
[26, s.118]. Tehokkaampia menetelmia¨ ovat esimerkiksi puolisuunnikassa¨a¨nto¨
ja Simpsonin kaava.
Puolisuunnikassa¨a¨nno¨ssa¨ muodostetaan sellainen va¨lin [a, b] jako D =
{x0, . . . , xn}, etta¨ jakova¨lin pituudeksi tulee
l(∆k) =
b− a
n
= h
kaikilla k = 1, . . . , n jollain n ∈ N. Approksimoidaan nyt integraalia korvaa-
malla funktio f jakova¨lilla¨ [xk−1, xk] korkeintaan ensimma¨ista¨ astetta olevalla
polynomifunktiolla, jonka arvot yhtyva¨t funktion f arvoihin va¨lin [xk−1, xk]
pa¨a¨tepisteissa¨, jolloin va¨lin [xk−1, xk] yli laskettu integraali korvautuu lausek-
keella
f(xk−1) + f(xk)
2
h (3.6)
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kaikilla k = 1, . . . , n. Saatiin siis arvio∫ xk
xk−1
f(x) dx ≈ h1
2
(f(xk−1) + f(xk)),
kun k = 1, . . . , n, joten integraalille yli koko va¨lin [a, b] saadaan arvio∫ b
a
f(x) dx ≈ h
2
f(x0) + h
n−1∑
k=1
f(xk) +
h
2
f(xn) = T. (3.7)
Kaavaa (3.7) sanotaan puolisuunnikassa¨a¨nno¨ksi. Voidaan osoittaa (mika¨li
funktio f on kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva), etta¨ sa¨a¨nto¨a¨ ka¨ytetta¨es-
sa¨ tehda¨a¨n virhe
En =
∫ b
a
f(x) dx− T = −(b− a)
3f ′′(t)
12n2
era¨a¨lla¨ luvulla t, jolle a < t < b. Lukua t ei yleensa¨ tunneta, mutta vir-
hetta¨ voidaan arvioida etsima¨lla¨ sen itseisarvolle |En| yla¨raja. Na¨in voidaan
periaatteessa tehda¨, silla¨ jatkuvuuden nojalla |f ′′| saa jossakin va¨lin [a, b]
pisteessa¨ suurimman arvonsa.
Huomautus 3.5.5. Jos f(x) ≥ 0 kaikilla x ∈ [xk−1, xk], niin kaavan (3.6) arvo
on sen puolisuunnikkaan pinta-ala, jonka kannat ovat f(xk−1) ja f(xk) ja
korkeus on xk − xk−1.
Integraalia arvioitaessa voidaan ka¨ytta¨a¨ myo¨s Simpsonin kaavaa. Ta¨llo¨in
va¨li [a, b] jaetaan parilliseen ma¨a¨ra¨a¨n yhta¨ pitkia¨ osava¨leja¨ siten, etta¨
l(∆k) =
b− a
2n
= h
kaikilla k = 1, . . . , 2n jollain n ∈ N ja xk = a+kh kaikilla k = 0, . . . , 2n. Kor-
vataan funktio f va¨lilla¨ [x2(k−1), x2k] kaikilla k = 1, . . . , n sellaisella korkein-
taan toista astetta olevalla polynomifunktiolla, jonka arvot yhtyva¨t funk-
tion f arvoihin kyseisen va¨lin [x2(k−1), x2k] pa¨a¨tepisteissa¨ ja keskipisteessa¨.
Kun nyt ensin lasketaan jokaisen edella¨ saadun funktion integraali yli va¨lin
[x2(k−1), x2k] kaikilla k = 1, . . . , n ja sitten saadut integraalit yhteen, niin
saadaan tuloksena Simpsonin kaava∫ b
a
f(x) dx ≈ h
3
(
f(a) +
n∑
k=1
(4f(x2k−1) + 2f(x2k))− f(b)
)
= S.
Nyt voidaan osoittaa (mika¨li funktio f on nelja¨ kertaa jatkuvasti derivoitu-
va), etta¨ Simpsonin kaavaa ka¨ytetta¨essa¨ tehda¨a¨n virhe
En =
∫ b
a
f(x) dx− S = −(b− a)
5f (4)(t)
180n4
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era¨a¨lla¨ luvulla t, jolle a < t < b. Ja¨lleen lukua t ei yleensa¨ tunneta, mutta
virheen itseisarvolle voidaan yritta¨a¨ etsia¨ yla¨rajaa, silla¨
∣∣f (4)∣∣ saa jatkuvuu-
den nojalla suurimman arvonsa jossakin va¨lin [a, b] pisteessa¨. [26, ss.119-120],
[30, s.31], [25, ss.331-335]
3.6 Epa¨oleellinen integraali
Riemannin integraalin ∫ b
a
f(x) dx
ma¨a¨ritelma¨n yhteydessa¨ oletettiin, etta¨ f on suljetulla va¨lilla¨ [a, b], jossa
a, b ∈ R, ma¨a¨ritelty rajoitettu funktio. Laajennetaan nyt ta¨ta¨ ma¨a¨ritelma¨a¨
tapauksiin, joissa integroimisva¨li on a¨a¨reto¨n tai joissa f ei ole rajoitettu
integroimisva¨lin jonkin pisteen ympa¨risto¨ssa¨. Ta¨llaisia integraaleja sanotaan
epa¨oleellisiksi.
3.6.1 Ma¨a¨ra¨tty integraali yli rajoittamattoman va¨lin
Ma¨a¨ritella¨a¨n integraali yli a¨a¨retto¨ma¨n va¨lin asettamalla seuraava ma¨a¨ritel-
ma¨:
Ma¨a¨ritelma¨ 3.6.1. Olkoon luku a ∈ R kiintea¨. Olkoon funktio f integroi-
tuva kaikilla muotoa [a, d] olevilla va¨leilla¨, kun luku d ∈ R ta¨ytta¨a¨ ehdon
d > a. Nyt voidaan muodostaa funktio F : [a,∞[→ R asettamalla
F (c) =
∫ c
a
f(x) dx
kaikilla c ∈ [a,∞[. Jos raja-arvo limc→∞ F (c) on a¨a¨rellinen, niin ma¨a¨ritella¨a¨n∫ ∞
a
f(x) dx = lim
c→∞
F (c) = lim
c→∞
∫ c
a
f(x) dx,
ja sanotaan, etta¨ epa¨oleellinen integraali∫ ∞
a
f(x) dx (3.8)
suppenee. Muussa tapauksessa sanotaan, etta¨ epa¨oleellinen integraali (3.8)
hajaantuu.
Vastaavalla tavalla ma¨a¨ritella¨a¨n epa¨oleellinen integraali∫ a
−∞
f(x) dx = lim
c→−∞
∫ a
c
f(x) dx
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kaikilla muotoa [d, a] olevilla va¨leilla¨ integroituvalle funktiolle f , kun luku d
ta¨ytta¨a¨ ehdon d < a.
Esimerkki 3.6.2. Tutkitaan, milla¨ vakion a ∈ R arvoilla epa¨oleellinen inte-
graali ∫ ∞
1
dx
xa
(3.9)
suppenee. Ma¨a¨ritella¨a¨n funktio f : [1,∞[ → R asettamalla f(x) = 1/xa kai-
killa x ∈ [1,∞[. Era¨s funktion f integraalifunktio F saadaan ehdosta
F (x) =
{
x−a+1/(1− a), kun a 6= 1,
lnx, kun a = 1.
Olkoon luku c ∈ R sellainen, etta¨ c ≥ 1. Ta¨llo¨in Analyysin peruslauseen 3.4.4
nojalla saadaan∫ c
1
f(x) dx =
c/
1
F (x) =
{
(1− c−a+1)/(a− 1), kun a 6= 1,
ln c, kun a = 1.
Kun c → ∞, niin ln c → ∞. Lisa¨ksi ta¨llo¨in c1−a → 0, kun 1 − a < 0 eli
kun a > 1. Toisaalta, kun c → ∞, niin c1−a → ∞, kun 1 − a > 0 eli kun
a < 1. Na¨in ollen epa¨oleellinen integraali (3.9) suppenee, jos ja vain jos a > 1.
Ta¨llo¨in epa¨oleellisen integraalin arvoksi saadaan∫ ∞
1
dx
xa
=
1
a− 1 .
Riemannin integraalin perusominaisuuksien ja raja-arvoja koskevien tu-
losten nojalla voidaan todistaa seuraava lause:
Lause 3.6.3. Olkoot luvut α, β ∈ R vakioita ja luku a ∈ R kiintea¨. Jos
epa¨oleelliset integraalit∫ ∞
a
f(x) dx ja
∫ ∞
a
g(x) dx
suppenevat, niin epa¨oleellinen integraali∫ ∞
a
(αf(x) + βg(x)) dx
suppenee ja sen arvo on
α
∫ ∞
a
f(x) dx+ β
∫ ∞
a
g(x) dx.
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Huomautus 3.6.4. Lausetta 3.6.3 vastaava tulos pa¨tee myo¨s silloin, kun epa¨-
oleellisuus on alarajan suhteen.
Epa¨oleellisuus voi olla myo¨s seka¨ yla¨- etta¨ alarajan suhteen. Ta¨llo¨in, jos
epa¨oleelliset integraalit∫ a
−∞
f(x) dx ja
∫ ∞
a
f(x) dx
suppenevat jollakin luvulla a ∈ R, niin sanotaan, etta¨ epa¨oleellinen integraali∫ ∞
−∞
f(x) dx (3.10)
suppenee ja ∫ ∞
−∞
f(x) dx =
∫ a
−∞
f(x) dx+
∫ ∞
a
f(x) dx.
Huomautus 3.6.5. Riemannin integraalin perusominaisuuksista seuraa, etta¨
pisteen a sijainti reaaliakselilla ei vaikuta epa¨oleellisen integraalin (3.10) sup-
penemiseen eika¨ sen arvoon [25, s.410].
3.6.2 Rajoittamattoman funktion ma¨a¨ra¨tty integraali
Tilanteet, joissa integroitava funktio ei ole rajoitettu tarkasteltavalla va¨lilla¨
antavat aiheen seuraavaan ma¨a¨ritelma¨a¨n:
Ma¨a¨ritelma¨ 3.6.6. Olkoot a, b ∈ R sellaisia kiinteita¨ lukuja, jotka toteutta-
vat ehdon a < b. Oletetaan ensin, etta¨ funktio f ei ole rajoitettu missa¨a¨n pis-
teen a oikeanpuoleisessa ympa¨risto¨ssa¨ ]a, a+ δ[, kun δ ∈ R ja 0 < δ < b− a.
Oletetaan lisa¨ksi, etta¨ f on integroituva kaikilla muotoa [a + δ, b] olevilla
va¨leilla¨. Jos nyt ma¨a¨ra¨tylla¨ integraalilla
F (δ) =
∫ b
a+δ
f(x) dx
on a¨a¨rellinen raja-arvo, kun δ → 0+, niin sanotaan, etta¨ epa¨oleellinen inte-
graali ∫ b
a
f(x) dx (3.11)
suppenee ja ∫ b
a
f(x) dx = lim
δ→0+
∫ b
a+δ
f(x) dx.
Muussa tapauksessa sanotaan, etta¨ epa¨oleellinen integraali (3.11) hajaantuu.
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Vastaavasti, jos funktio f on integroituva kaikilla muotoa [a, b − δ] ole-
villa va¨leilla¨, kun luvulle δ ∈ R pa¨tee 0 < δ < b − a, mutta f ei ole ra-
joitettu missa¨a¨n pisteen b vasemmanpuoleisessa ympa¨risto¨ssa¨ ]b − δ, b[, niin
ma¨a¨ritella¨a¨n ∫ b
a
f(x) dx = lim
δ→0+
∫ b−δ
a
f(x) dx,
mika¨li edella¨ oleva raja-arvo on olemassa ja se on a¨a¨rellinen.
Lisa¨ksi, jos funktio f on integroituva kaikilla muotoa [a, c−δ1] ja [c+δ2, b]
olevilla va¨leilla¨, kun luvulle δ1 ∈ R pa¨tee 0 < δ1 < c − a ja luvulle δ2 ∈ R
pa¨tee 0 < δ2 < b−c, mutta f ei ole rajoitettu missa¨a¨n pisteen c ympa¨risto¨ssa¨
]c− δ1, c+ δ2[ \ {c}, niin ma¨a¨ritella¨a¨n∫ b
a
f(x) dx = lim
δ1→0+
∫ c−δ1
a
f(x) dx+ lim
δ2→0+
∫ b
c+δ2
f(x) dx,
mika¨li edella¨ olevat raja-arvot ovat a¨a¨rellisina¨ olemassa.
Huomautus 3.6.7. Funktion f ei tarvitse olla ma¨a¨ritelty integroimisva¨lin
pa¨a¨tepisteessa¨, jotta tarvittava raja-arvo voidaan muodostaa.
Esimerkki 3.6.8. Lasketaan suoraan ma¨a¨ritelma¨n avulla epa¨oleellinen in-
tegraali ∫ 1
0
dx√
x
.
Saadaan∫ 1
0
dx√
x
= lim
δ→0+
∫ 1
δ
dx√
x
= lim
δ→0+
1/
δ
2
√
x = lim
δ→0+
(2− 2
√
δ) = 2.
Huomautus 3.6.9. Edella¨ oleva esimerkki on erikoistapaus seuraavasta tulok-
sesta, joka voitaisiin todistaa suoraan ma¨a¨ritelma¨n 3.6.6 avulla: Epa¨oleellinen
integraali ∫ 1
0
dx
xa
suppenee, jos ja vain jos vakiolle a ∈ R on voimassa ehto a < 1.
3.6.3 Suppenemistesteista¨
Koska joidenkin funktioiden integraalifunktion keksiminen on todella vaike-
aa, on kehitetty erilaisia suppenemistesteja¨, jotta epa¨oleellisten integraalien
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tarkastelut voidaan palauttaa tuttuihin funktioihin. Kun tiedeta¨a¨n, etta¨ epa¨-
oleellinen integraali suppenee, voidaan ainakin sen likiarvo usein ma¨a¨ritta¨a¨
numeerisilla menetelmilla¨. [4, s.17]
Suppenemistesteista¨ mainittakoon Majorantti- ja minoranttiperiaate. An-
netaan myo¨s itseisen suppenemisen ka¨site ja sita¨ koskeva tulos. Vastaavat
todistukset lo¨ytyva¨t esimerkiksi teoksesta [20].
Lause 3.6.10 (Majorantti-/minoranttiperiaate). Olkoon luku a ∈ R kiintea¨.
Olkoot f ja g sellaisia jokaisella va¨lin [a,∞[ suljetulla osava¨lilla¨ integroituvia
funktioita, etta¨ 0 ≤ f(x) ≤ g(x) kaikilla pisteilla¨ x ≥ a. Jos epa¨oleellinen
integraali ( majorantti) ∫ ∞
a
g(x) dx
suppenee, niin myo¨s integraali ∫ ∞
a
f(x) dx
suppenee ja ∫ ∞
a
f(x) dx ≤
∫ ∞
a
g(x) dx.
Jos taas ( minorantti) ∫ ∞
a
f(x) dx
hajaantuu, niin myo¨s epa¨oleellinen integraali∫ ∞
a
g(x) dx
hajaantuu.
Huomautus 3.6.11. Muuntyyppiset epa¨oleelliset integraalit ka¨sitella¨a¨n vas-
taavasti.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.6.12. Olkoon funktio f integroituva yli va¨lin ]a, b[ sellaisten
suljettujen osava¨lien, joilla epa¨oleellisuutta ei esiinny. Epa¨oleellinen integraali∫ b
a
f(x) dx
suppenee itseisesti, jos vastaava epa¨oleellinen integraali∫ b
a
|f(x)| dx
suppenee.
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Huomautus 3.6.13. Edella¨ voi siis olla joko a = −∞ tai b =∞ tai molemmat.
Itseista¨ suppenemista voidaan tutkia esimerkiksi majorantti-/minorant-
tiperiaatteen avulla. Seuraava tulos on hyo¨dyllinen tutkittaessa epa¨oleellisen
integraalin suppenemista:
Lause 3.6.14. Jos epa¨oleellinen integraali∫ b
a
f(x) dx
suppenee itseisesti, niin se suppenee. Ta¨llo¨in∣∣∣∣∫ b
a
f(x) dx
∣∣∣∣ ≤ ∫ b
a
|f(x)| dx.
3.7 Integraalin sovelluksia
Monet sovelluksissa esiintyneet ongelmat ovat johtaneet Riemannin summien
kaltaiseen summan raja-arvoon, mika¨ puolestaan on johtanut integraalin ka¨-
sitteen syntymiseen [25]. Tarkastellaan seuraavaksi, miten tasojoukon pinta-
ala, kappaleen tilavuus ja ka¨yra¨n kaaren pituus voidaan ma¨a¨ritta¨a¨ Rieman-
nin integraalien avulla. Tarkastelussa tyydyta¨a¨n aiempaa havainnollisempaan
esitystapaan. Ta¨sma¨llinen ka¨sittely vaatisi muun muassa pinta-alan ja tila-
vuuden ka¨sitteiden seka¨ ka¨yra¨n kaaren ominaisuuksien tarkempaa analyysia¨
(ks. esim. [28, ss.264-285]).
3.7.1 Tasojoukon pinta-ala
Oletetaan, etta¨ tasojoukon pinta-ala on ka¨sitteena¨ intuitiivisesti tuttu eli
tasojoukon pinta-ala on kyseisen joukon sisa¨lta¨mien yksikko¨nelio¨iden lu-
kuma¨a¨ra¨. Lisa¨ksi pinta-alalla on seuraavat ominaisuudet:
(i) Tasojoukon pinta-ala on joko positiivinen luku tai nolla.
(ii) Suorakulmion, jonka kanta on w ja korkeus h, pinta-ala on wh.
(iii) Yhtenevien tasojoukkojen pinta-alat ovat yhta¨ suuret.
(iv) Jos tasojoukko P sisa¨ltyy tasojoukkoon R, niin tasojoukon P pinta-ala
on pienempi tai yhta¨ suuri kuin tasojoukon R pinta-ala.
(v) Tasojoukon pinta-ala on sen peitta¨vien erillisten osajoukkojen pinta-
alojen summa.
46
Edella¨ listattujen ominaisuuksien (iii) ja (v) nojalla voidaan osoittaa, etta¨
suunnikkaan, jonka kanta on w ja korkeus h, pinta-ala on wh. Edelleen, kos-
ka suunnikas voidaan muodostaa kahdesta yhteneva¨sta¨ kolmiosta, niin kol-
mion pinta-alaksi saadaan kohdan (iii) nojalla (wh)/2. Joukko K ⊂ R2 on
monikulmio, jos se voidaan jakaa kolmioihin siten, etta¨ jollain n ∈ N on
K = K1 ∪ . . . ∪Kn, jossa joukot K1, . . . , Kn ovat kolmioita, joiden sisukset
ovat pareittain erillisia¨. Kohdan (v) nojalla monikulmion pinta-ala on na¨iden
kolmioiden pinta-alojen summa. Yleisen tasojoukon rajat voivat olla kaare-
vat. Ma¨a¨ritella¨a¨n ta¨llaisen joukon pinta-ala sellaisten monikulmioiden pinta-
alojen raja-arvona, jotka yhtyva¨t yha¨ tarkemmin tarkasteltavaan joukkoon.
[1, s.309]
Huomautuksen 3.3.2 yhteydessa¨ havaittiin, etta¨ ei-negatiivisia arvoja saa-
van rajoitetun funktion f : [a, b]→ R kuvaajan, x-akselin seka¨ suorien x = a
ja x = b rajoittaman tasojoukon
B =
{
(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)}
pinta-alalle S(B) saadaan arvio sD(f) ≤ S(B) ≤ SD(f) mielivaltaisella va¨lin
[a, b] jaolla D. Edelleen, jos funktio f on integroituva va¨lilla¨ [a, b], niin
S = sup {sD : D on va¨lin [a, b] jako} = inf {SD : D on va¨lin [a, b] jako} ,
joten S ≤ S(B) ≤ S eli S(B) = S. Saatiin siis
Lause 3.7.1. Olkoon funktio f : [a, b] → R integroituva ja f(x) ≥ 0 kaikilla
x ∈ [a, b]. Olkoon joukko B ma¨a¨ritelty, kuten edella¨. Ta¨llo¨in joukolla B on
pinta-ala
S(B) =
∫ b
a
f(x) dx.
Huomautus 3.7.2. Jos integroituvan funktion f arvot va¨lilla¨ [a, b] ovat nega-
tiiviset, niin funktion f mielivaltaista jakoa D vastaavien ala- ja yla¨summien
jokainen termi on vastaavan suorakulmion pinta-alan vastaluku, joten funk-
tion kuvaajan ja x-akselin va¨liin ja¨a¨va¨n alueen pinta-ala va¨lilla¨ [a, b] on
−
∫ b
a
f(x) dx.
Vastaavasti yla¨- ja alasummien avulla [24, s.44] voidaan osoittaa
Lause 3.7.3. Olkoot f ja g sellaisia va¨lilla¨ [a, b] integroituvia funktioita, etta¨
f(x) ≥ g(x) kaikilla x ∈ [a, b]. Ta¨llo¨in joukon
B =
{
(x, y) ∈ R2 : x ∈ [a, b], g(x) ≤ y ≤ f(x)}
pinta-ala S(B) on
S(B) =
∫ b
a
(f(x)− g(x)) dx.
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3.7.2 Tilavuus
Oletetaan geometriasta tunnetuksi suora lierio¨ ja sen tilavuuden kaava V =
Ah, jossa A on lierio¨n pohjan pinta-ala ja h lierio¨n korkeus. Tarkastellaan mie-
livaltaisen muotoista a¨a¨rellisen kokoista kappaletta ja pyrita¨a¨n ma¨a¨ritta¨ma¨a¨n
sen tilavuus. Otetaan avuksi koordinaattiakseli (x-akseli) ja oletetaan, etta¨
kappale sijaitsee sellaisten x-akselia vastaan kohtisuorien tasojen va¨lissa¨, etta¨
tasojen ja x-akselin leikkauspisteiden koordinaatit ovat x = a ja x = b.
Olkoon mielivaltaisen x-akselia vastaan kohtisuoran tason ja kappaleen
leikkauskuvion pinta-ala A(x). Oletetaan, etta¨ pinta-alafunktio A on paloit-
tain jatkuva va¨lilla¨ [a, b], mika¨ merkitsee sita¨, etta¨ kappale ei ole liian moni-
mutkainen.
Jaetaan nyt va¨li [a, b] jakova¨leihin [x0 = a, x1], [x1, x2], . . . , [xn−1, xn = b]
jollain n ∈ N siten, etta¨
x1 − x0 = x2 − x1 = . . . = xn − xn−1 = ∆x
ja leikataan kappale viipaleiksi jakopisteiden kautta kulkevilla x-akselia vas-
taan kohtisuorilla tasoilla. Kun jakova¨lien lukuma¨a¨ra¨ n on suuri, niin jokai-
sen edella¨ saadun viipaleen tilavuus on likima¨a¨rin yhta¨ suuri kuin sellaisen
suoran lierio¨n tilavuus, jonka pohja yhtyy viipaleen toiseen tasopintaan eli
Vk ≈ A(xk)∆x kaikilla k = 1, . . . , n, joten koko kappaleen tilavuudelle saa-
daan likiarvo
V ≈
n∑
k=1
Vk =
n∑
k=1
A(xk)∆x. (3.12)
Geometrisen havainnon perusteella edella¨ saatu likiarvo on sita¨ parempi, mita¨
suurempi n on eli likiarvon virhe la¨hestyy nollaa, kun viipaleiden paksuus
la¨hestyy nollaa.
Toisaalta, koska pinta-alafunktio A on paloittain jatkuvana myo¨s rajoi-
tettu ja kaavan (3.12) summa on selva¨sti pinta-alafunktion A Riemannin
summa, niin jakova¨lien lukuma¨a¨ra¨n n kasvaessa rajatta saadaan
lim
n→∞
n∑
k=1
A(xk)∆x =
∫ b
a
A(x) dx.
Saatiin siis
Lause 3.7.4. Olkoon a¨a¨rellinen kappale pisteisiin x = a ja x = b asetettu-
jen x-akselia vastaan kohtisuorien tasojen va¨lissa¨ ja A : [a, b] → R sellainen
paloittain jatkuva funktio, jolle A(x) on x-akselia vastaan kohtisuoran tason
ja kappaleen leikkauskuvion pinta-ala kohdassa x. Ta¨llo¨in kappaleen tilavuus
on
V =
∫ b
a
A(x) dx.
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[25, s.346]
Olkoon f : [a, b]→ R jatkuva funktio. Annetaan ka¨yra¨n y = f(x) pyo¨ra¨h-
ta¨a¨ x-akselin ympa¨ri xyz-avaruudessa R3, jolloin syntyy pyo¨ra¨hdyskappale
B =
{
(x, y, z) ∈ R3 : a ≤ x ≤ b, y2 + z2 ≤ (f(x))2} . (3.13)
Nyt Lauseen 3.7.4 nojalla saadaan
Lause 3.7.5. Pyo¨ra¨hdyskappaleen B tilavuus on
V = pi
∫ b
a
(f(x))2 dx.
[29, s.30]
3.7.3 Ka¨yra¨n kaaren pituus
Oletetaan tunnetuksi janan pituuden kaava
d =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2,
jossa (x1, y1) ∈ R2 ja (x2, y2) ∈ R2 ovat janan pa¨a¨tepisteet.
Olkoon f : [a, b] → R jatkuvasti derivoituva funktio. Pyrita¨a¨n ma¨a¨rit-
ta¨ma¨a¨n ka¨yra¨n y = f(x) pituus va¨lilla¨ [a, b]. Jaetaan va¨li [a, b] yhta¨ pit-
kiin osava¨leihin [x0 = a, x1], [x1, x2], . . . , [xn−1, xn = b] jollain n ∈ N ja
ka¨yteta¨a¨n jakopistetta¨ xk vastaavalle ka¨yra¨n pisteelle merkinta¨a¨ Pk kaikil-
la k = 0, . . . , n.
Havaitaan, etta¨ jakova¨lien lukuma¨a¨ra¨n n ollessa suuri on murtoviivan
P0P1 . . . Pn pituus likima¨a¨rin yhta¨ suuri kuin ka¨yra¨n kaaren pituus s eli
s ≈
n∑
k=1
√
(xk − xk−1)2 + (f(xk)− f(xk−1))2.
Differentiaalilaskennan va¨liarvolauseen nojalla va¨lilta¨ ]xk−1, xk[ lo¨ytyy sellai-
nen piste ξk, etta¨
f(xk)− f(xk−1) = f ′(ξk)(xk − xk−1)
kaikilla k = 1, . . . , n. Nyt ka¨yra¨n kaaren pituuden likiarvoksi saadaan
s ≈
n∑
k=1
∆x
√
1 + (f ′(ξk))2, (3.14)
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jossa ∆x = xk−xk−1 kaikilla k = 1, . . . , n. Geometrisen havainnon nojalla ja-
kova¨lien lukuma¨a¨ra¨n n kasvaessa rajatta murtoviivan pituus la¨hestyy ka¨yra¨n
kaaren pituutta. Toisaalta, koska funktio f on jatkuvasti derivoituva va¨lilla¨
[a, b], niin va¨lilla¨ [a, b] ehdolla
g(x) =
√
1 + (f ′(x))2
ma¨a¨ritelty funktio g on jatkuva ja siis myo¨s rajoitettu va¨lilla¨ [a, b]. Kaa-
van (3.14) summa on siis funktion g Riemannin summa, joten jakova¨lien
lukuma¨a¨ra¨n n kasvaessa rajatta saadaan
lim
n→∞
n∑
k=1
∆x
√
1 + (f ′(ξk))2 =
∫ b
a
√
1 + (f ′(x))2 dx.
Saatiin siis
Lause 3.7.6. Olkoon funktio f : [a, b] → R jatkuvasti derivoituva. Ta¨llo¨in
ka¨yra¨n y = f(x) kaaren pituus s va¨lilla¨ [a, b] on
s =
∫ b
a
√
1 + (f ′(x))2 dx
3.7.4 Toinen na¨ko¨kulma integraaleihin
Ka¨sitella¨a¨n viela¨ integraaleja hieman toisesta na¨ko¨kulmasta. Tarvitsemme
aluksi differentiaalin ka¨sitteen, jonka ja¨lkeen huomataan, etta¨ integraali yli
va¨lin [a, b] voidaan tulkita differentiaalien summana. Na¨in saatua menetel-
ma¨a¨ ka¨yteta¨a¨n usein sovelluksissa integraalin muodostamiseksi.
Olkoon funktio f derivoituva va¨lilla¨ I, johon piste x kuuluu. Tiedeta¨a¨n,
etta¨ funktiolla f on derivaatta pisteessa¨ x, jos ja vain jos funktiolla f on
differentiaalikehitelma¨ pisteessa¨ x eli funktion f lisa¨ys ∆f on muotoa
∆f = f(x+ ∆x)− f(x) = f ′(x)∆x+ (∆x)∆x, (3.15)
jossa  on sellainen funktio, etta¨ lim∆x→0 (∆x) = 0.
Differentiaalikehitelma¨n (3.15) avulla saadaan siis funktion f lisa¨ys ∆f
hajoitetuksi kahteen osaan f ′(x)∆x ja (∆x)∆x. Jos f ′(x) 6= 0, niin ja¨lkim-
ma¨inen osa la¨hestyy oleellisesti nopeammin nollaa, kun ∆x→ 0, silla¨
lim
∆x→0
(∆x)∆x
f ′(x)∆x
= lim
∆x→0
(∆x)
f ′(x)
= 0.
Na¨in ollen, jos |∆x| on pieni, niin ∆f ≈ f ′(x)∆x. Merkita¨a¨n y = f(x).
Termia¨ f ′(x)∆x sanotaan funktion f differentiaaliksi ja merkita¨a¨n dy =
df = f ′(x)∆x. Differentiaalin arvo riippuu siis kahdesta tekija¨sta¨ x ja ∆x.
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Erityisesti, jos f(x) = x kaikilla x ∈ I, niin ka¨ytta¨ma¨lla¨ funktion f
differentiaalille lyhytta¨ merkinta¨a¨ dx saadaan
dx = df = f ′(x)∆x = 1 ·∆x = ∆x. (3.16)
Yleisesti funktion f differentiaalille saadaan siis lauseke
dy = df(x) = f ′(x) dx. (3.17)
Huomautus 3.7.7. Jakamalla kaavassa (3.17) differentiaali dy differentiaalilla
dx saadaan
dy
dx
= f ′(x).
Siis derivaatan arvo f ′(x) voidaan tulkita differentiaalien dy ja dx osama¨a¨-
ra¨ksi. [25, ss.267-268]
Edella¨ olleiden sovellusten yhteydessa¨ havaittiin, etta¨ suureen likiarvo
voidaan ma¨a¨ritta¨a¨ Riemannin summan
n∑
k=1
f(ξk)l(∆k) (3.18)
avulla, jossa funktio f : [a, b] → R on jatkuva, l(∆k) on va¨lin [a, b] jakoon
D = {x0, . . . , xn} liittyva¨n jakova¨lin [xk−1, xk] pituus kaikilla k = 1, . . . , n,
jossa n ∈ N, ja luku ξk on jokin jakova¨lin [xk−1, xk] piste kaikilla k = 1, . . . , n.
Summan (3.18) raja-arvona ja suureen tarkkana arvona, kun jako D tihenee
rajatta, on ta¨llo¨in integraali ∫ b
a
f(x) dx. (3.19)
Integraaliin siirrytta¨essa¨ oleellista on vain se, etta¨ jakova¨lin [xk−1, xk] pituus
l(∆k) la¨hestyy nollaa kaikilla k = 1, . . . , n. Pisteen ξk valinnalla jakova¨lil-
la¨ [xk−1, xk] ei ole merkitysta¨ milla¨a¨n k = 1, . . . , n. Integraali (3.19) on siis
muotoa f(x)∆x olevien termien summan raja-arvo, kun ∆x → 0. Kaavan
(3.16) nojalla integraali on siis muotoa f(x) dx olevien differentiaalien sum-
man raja-arvo, kun ∆x→ 0.
Huomautus 3.7.8. Integraalilaskennan kehitys on saanut alkunsa ajatukses-
ta, etta¨ integraali on a¨a¨retto¨ma¨n pienten suureiden summa. Ajatus on ma-
temaattisesti epa¨ta¨sma¨llinen, mutta toisaalta yksinkertaistaa ka¨yta¨nno¨n las-
kutehta¨via¨. Ta¨sma¨llinen esitys perustuu raja-arvon ka¨sitteeseen. Abraham
Robinson osoitti 1960-luvulla, etta¨ ajatus a¨a¨retto¨ma¨n pienista¨ suureista eli
infinitesimaaleista differentiaali- ja integraalilaskennan peruska¨sitteina¨ voi-
daan toteuttaa myo¨s matemaattisesti ta¨sma¨llisessa¨ muodossa laajentamalla
reaalilukujoukkoa siten, etta¨ se sisa¨lta¨a¨ myo¨s a¨a¨retto¨ma¨n suuria ja infinite-
simaalisen pienia¨ alkioita. Ta¨llo¨in puhutaan hyperreaalisista luvuista.
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[25, ss.352-353]
Esimerkki 3.7.9. Johdetaan nyt pyo¨ra¨hdyskappaleen vaipan alalle kaava
soveltamalla edella¨ saatua menetelma¨a¨: Olkoon f sellainen va¨lilla¨ [a, b] jat-
kuvasti derivoituva funktio, etta¨ f(x) ≥ 0 kaikilla x ∈ [a, b]. Annetaan
ka¨yra¨n y = f(x) pyo¨ra¨hta¨a¨ x-akselin ympa¨ri xyz-avaruudessa R3, jolloin syn-
tyy pyo¨ra¨hdyskappale. Olkoon ka¨yra¨n kaaren pituus s. Pyo¨ra¨hdyskappaleen
pinta-alkion pinta-ala dA pisteessa¨ x on
dA = 2pif(x) ds
= 2pif(x)
√
(dx)2 + (dy)2
= 2pif(x)
√
1 + (f ′(x))2 dx,
joten pyo¨ra¨hdyskappaleen vaipan pinta-alaksi A saadaan
A = 2pi
∫ b
a
f(x)
√
1 + (f ′(x))2 dx.
[25, s.360]
Huomautus 3.7.10. A¨a¨retto¨mien alueiden pinta-alat ja a¨a¨retto¨mien kappalei-
den tilavuudet voidaan ma¨a¨ritella¨ vastaavina epa¨oleellisina integraaleina [26,
s.95].
3.7.5 Jatkuvat todenna¨ko¨isyysjakaumat
Ka¨sitella¨a¨n viela¨ lyhyesti jatkuvien jakaumien teoriaa integraalilaskennan
osalta. Lukijan oletetaan tuntevan todenna¨ko¨isyyslaskentaan liittyvia¨ pe-
ruska¨sitteita¨.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.7.11. Funktio f : R→ R on era¨a¨n jatkuvan satunnaismuut-
tujan tiheysfunktio, jos epa¨oleellinen integraali∫ ∞
−∞
f(x) dx
suppenee kohti lukua 1 ja funktio f on jatkuva kaikkialla, paitsi mahdollisesti
a¨a¨rellisen monessa kohdassa, ja funktio toteuttaa ehdon f(x) ≥ 0 kaikilla
x ∈ R.
Ma¨a¨ritella¨a¨n nyt jatkuvan satunnaismuuttujan kertyma¨funktio seuraa-
valla tavalla:
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Ma¨a¨ritelma¨ 3.7.12. Olkoon f jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunk-
tio. Ta¨llo¨in X:n kertyma¨funktio F ma¨a¨ritella¨a¨n ehdolla
F (x) =
∫ x
−∞
f(t) dt.
Lause 3.7.13. Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jolla on tiheysfunktio
f : R→ R. Ta¨llo¨in kaavat
P (X ≤ a) = F (a) =
∫ a
−∞
f(x) dx, kun a ∈ R
ja
P (a ≤ X ≤ b) =
∫ b
a
f(x) dx = F (b)− F (a), kun a, b ∈ R ja a < b
kertovat ne todenna¨ko¨isyydet, etta¨ satunnaismuuttujan X arvo osuu va¨lille
]−∞, a] tai vastaavasti va¨lille [a, b].
Ma¨a¨ritelma¨ 3.7.14. Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio
f . Ta¨ma¨n satunnaismuuttujan odotusarvo on
EX = µ =
∫ ∞
−∞
xf(x) dx
ja varianssi
D2X = σ2 =
∫ ∞
−∞
(x− µ)2f(x) dx,
mika¨li vastaavat epa¨oleelliset integraalit suppenevat. Muuttujan X keskiha-
jonta on varianssin nelio¨juuri DX = σ.
[27, ss.118-126], [29, s.39]
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4 Integraalilaskennasta lukion oppikirjoissa
Ta¨ssa¨ luvussa tarkastellaan viiden eri oppikirjasarjan kursseja Integraalilas-
kenta, Numeerisia ja algebrallisia menetelmia¨ seka¨ Differentiaali- ja integraa-
lilaskennan jatkokurssi varten kirjoitettuja oppikirjoja. Tutkittavina kirjasar-
joina ovat Matematiikan taito, teokset [5], [6] ja [7]; Laudatur, teokset [8], [9]
ja [10]; Lukion Calculus, teokset [14], [15] ja [16]; Pitka¨ matematiikka, teok-
set [17], [18] ja [19] seka¨ Pyramidi, teokset [22], [11] ja [23]. Lukion Calculus
5 sisa¨lta¨a¨ seka¨ kurssit Trigonometriset funktiot ja lukujonot etta¨ Integraali-
laskenta; kirjasta huomioidaan kuitenkin vain kurssia Integraalilaskenta kos-
keva osuus. Oppikirjasarjoihin mahdollisesti liittyvia¨ opettajan materiaaleja
eika¨ mahdollisesti verkosta lo¨ytyvia¨ lisa¨materiaaleja oteta ta¨ssa¨ tutkielmassa
huomioon.
On huomattava, etta¨ oppikirja-analyysi on na¨kemyksilta¨a¨n varsin sub-
jektiivinen. Ta¨ma¨ on kuitenkin tarkoituksenmukaista, silla¨ allekirjoittanut
haluaa korostaa oppikirjojen eroavaisuuksia ja toisaalta suhdetta tutkielman
teoriaosuuteen. Ta¨ssa¨ yhtena¨ apukeinona on esitta¨a¨ jo ta¨ssa¨ luvussa huo-
mautuksia, kysymyksia¨ ja pohdintaa, vaikka varsinaisesti sen paikka olisi
vasta Luvussa 5. Oppikirjoja ei ole kuitenkaan tarkoitus laittaa ja¨rjestykseen
milla¨a¨n tavalla.
4.1 Yleisia¨ huomioita
Analysoidaan oppikirjoja aluksi pa¨a¨llisin puolin tarkastelemalla muun muas-
sa kirjojen rakennetta, sivuma¨a¨ria¨ seka¨ esimerkki- ja harjoitustehta¨vien lu-
kuma¨a¨ria¨.
Kaikki kirjat alkavat opiskelijalle ja opettajalle suunnatulla esipuheella tai
alkusanoilla. Kaikissa kirjoissa on myo¨s sisa¨llysluettelo. Ajanka¨ytto¨ehdotus
tai aikataulusuunnitelma lo¨ytyy kaikista muista oppikirjasarjoista paitsi Py-
ramidista ja Lukion Calculuksesta. Matematiikan taito ehdottaa kurssien
la¨pika¨ymiseksi 30 tuntia, Laudatur 25 tuntia ja Pitka¨ matematiikka 28 tun-
tia. Laudaturissa on ajanka¨ytto¨ehdotus myo¨s 75 minuutin oppitunteja var-
ten, jolloin kokonaistuntima¨a¨ra¨ on 16 tuntia. Laudatur -oppikirjojen alussa
on myo¨s ka¨sitekartta, jossa on kuvattu, miten kyseisen kurssin ka¨sitteet lin-
kittyva¨t toisiinsa ja aiemmin esiintyneisiin ka¨sitteisiin. Sen lisa¨ksi Lauda-
turissa on ”Testaa la¨hto¨taitosi”-osio, jossa on 10 tehta¨va¨a¨ liittyen aiem-
min opiskeltuihin ka¨sitteisiin, joiden osaaminen on va¨ltta¨ma¨to¨nta¨ uusien
ka¨sitteiden omaksumiseksi. Esimerkiksi kurssin Integraalilaskenta oppikirjas-
sa na¨ma¨ tehta¨va¨t kertaavat la¨hinna¨ yhdistetyn funktion derivointia seka¨ suo-
ran ympyra¨kartion ja suoran ympyra¨lierio¨n tilavuuksien ma¨a¨ritta¨mista¨. Lau-
datur -oppikirjoista lo¨ytyy myo¨s ”Testaa hyva¨t taitosi”-kertaustehta¨va¨osiot
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puolesta va¨lista¨ kursseja seka¨ kurssien loputtua; kussakin osiossa on 10 teh-
ta¨va¨a¨. Pitka¨ matematiikka sisa¨lta¨a¨ otteen Lukion opetussuunnitelman pe-
rusteista ja kunkin kurssin kohdalla opetussuunnitelman perusteissa kurs-
sille asetetut oppimistavoitteet ja keskeiset sisa¨llo¨t. Kurssin Integraalilas-
kenta Pitka¨ matematiikka aloittaa ”derivointikertauksella”. Kirjan teoriao-
suus loppuu syventa¨va¨a¨n lukuun ”Integraalilaskennan teoriaa”, jossa muun
muassa ta¨smenneta¨a¨n funktion kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-
alan ja funktion ma¨a¨ra¨tyn integraalin va¨lista¨ yhteytta¨. Lisa¨ksi tutustutaan
ma¨a¨ra¨ttyyn integraaliin historiallisesta na¨ko¨kulmasta.
Kukin kirja pa¨a¨ttyy kertausosioon sisa¨lta¨en teoriaa, harjoituksia ja har-
joituskokeita, lukuun ottamatta seuraavia poikkeuksia: Matematiikan taito-
kirjasarjan kursseja Numeerisia ja algebrallisia menetelmia¨ ja Differentiaali-
ja integraalilaskennan jatkokurssi varten kirjoitetuissa oppikirjoissa on vain
kertauskoeosio. Lukion Calculus-oppikirjoissa puolestaan on lisa¨tehta¨va¨- ja
kertauskoeosiot. Pyramidi -sarjan lopussa on kurssin Integraalilaskenta oppi-
kirjan osalta harjoituskokeita ja lyhyt ”kooste”-osio teoriasta. Kirjassa Pyra-
midi 12 on vain harjoituskoeosio ja kirjassa Pyramidi 13 ei ole kumpaakaan.
Pitka¨ matematiikka-sarjassa ei ole harjoituskokeita, vaan tehta¨va¨sarjoja, jot-
ka sisa¨lta¨va¨t tavallista vaativampia tehta¨via¨ kurssin alueelta. Tosin kirjassa
Pitka¨ matematiikka 12 ei ole kertaus- tai lisa¨tehta¨va¨-osiota ollenkaan.
Kirjojen lopusta lo¨ytyy myo¨s tehta¨vien vastaukset seka¨ hakemisto. Lau-
daturissa on aivan kirjojen lopussa ”ka¨a¨nto¨sivut” usein tarvittaville tiedoille
sisa¨lta¨en muun muassa ma¨a¨ritelmia¨ ja kaavoja. Samantyyliset ka¨a¨nto¨sivut
lo¨ytyva¨t myo¨s teoksesta Lukion Calculus 7. Ka¨a¨nto¨sivujen lisa¨ksi Lauda-
turin kurssin Numeerisia ja algebrallisia menetelmia¨-oppikirjassa annetaan
ohjeita Excelin ja graafisen laskimen ka¨ytto¨o¨n mallinnuksessa. Matematiikan
taito-sarjassa on puolestaan Tutkimus- ja harrastustehta¨va¨-osio seka¨ suoma-
lais-englantilainen sanasto lukuun ottamatta kurssia Differentiaali- ja inte-
graalilaskennan jatkokurssi varten kirjoitettua kirjaa.
Laudatur -kirjasarjassa kirjojen takakannesta lo¨ytyva¨t kunkin kurssin
kohdalla lukion opetussuunnitelman perusteissa esiintyva¨t kyseista¨ kurssia
koskevat oppimistavoitteet ja keskeiset sisa¨llo¨t. Muiden kirjasarjojen oppi-
kirjojen takakannesta lo¨ytyy kyseisen sarjan teokset kursseittain lueteltuina.
Taulukossa 1 on listattuna tarkasteltavien oppikirjojen sivuma¨a¨ra¨t seka¨
esimerkki- ja harjoitustehta¨va¨t. Esimerkkeihin ja harjoitustehta¨viin on las-
kettu vain teorian yhteydessa¨ esiintyva¨t tehta¨va¨t, ei siis mahdollisia kertauso-
siossa esiintyvia¨ esimerkkeja¨ tai kertausosioon liittyvia¨ harjoitustehta¨via¨ eika¨
kirjasarjojen eri testeihin tai kokeisiin liittyvia¨ tehta¨via¨. Kurssien Numeerisia
ja algebrallisia menetelmia¨ seka¨ Differentiaali- ja integraalilaskennan jatko-
kurssi osalta on esimerkkien ja harjoitustehta¨vien laskennan kohdalla otet-
tu huomioon vain integraalilaskentaan liittyva¨t tehta¨va¨t. On huomattava,
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etta¨ taulukossa esiintyvien tehta¨vien lukuma¨a¨ra¨a¨ ei voi suoraan pita¨a¨ kir-
jan kaikkien tehta¨vien lukuma¨a¨ra¨na¨, silla¨ tehta¨va¨t usein jakautuvat useisiin
alakohtiin. Myo¨ska¨a¨n sivuma¨a¨ria¨ ei voi suoraan verrata, silla¨ niihin vaikut-
tavat asiasisa¨llo¨n ma¨a¨ra¨n lisa¨ksi myo¨s kirjan ladonta, esimerkki- ja harjoi-
tustehta¨vien ma¨a¨ra¨ seka¨ kertaus- ja vastaus-osion laajuudet. Kirjan Lukion
Calculus 5 sivuma¨a¨ra¨ on koko kirjan sivuma¨a¨ra¨, sisa¨lta¨en siis myo¨s kurssin
Trigonometriset funktiot ja lukujonot. Taulukossa 1 on kunkin kirjan nimen
pera¨ssa¨ sulkeissa kirjalle lyhenne. Na¨ma¨ lyhenteet otetaan jatkossa ka¨ytto¨o¨n.
Kirja (lyhenne) Sivuja Esim. Harjoitustehta¨via¨
Matematiikan taito 10 (MT10) 138 97 320
Laudatur 10 (La10) 130 54 209
Lukion Calculus 5 (LC5) 190 31 221
Pitka¨ matematiikka 10 (PM10) 209 47 342
Pyramidi 10 (Py10) 171 65 269
Matematiikan taito 12 (MT12) 97 6 20
Laudatur 12 (La12) 155 5 17
Lukion Calculus 7 (LC7) 89 7 32
Pitka¨ matematiikka 12 (PM12) 184 9 42
Pyramidi 12 (Py12) 151 13 27
Matematiikan taito 13 (MT13) 183 21 80
Laudatur 13 (La13) 153 19 64
Lukion Calculus 8 (LC8) 126 13 73
Pitka¨ matematiikka 13 (PM13) 254 13 66
Pyramidi 13 (Py13) 168 16 88
Taulukko 1: Oppikirjojen sivuma¨a¨ra¨t seka¨ esimerkki- ja harjoitustehta¨va¨t
Pyramidin ladonnassa on ka¨ytetty useampia va¨reja¨. Muut oppikirjasar-
jat ovat kaksiva¨risia¨. Va¨rillisilla¨ laatikoilla korostetaan esimerkiksi ta¨rkeita¨
ma¨a¨ritelmia¨ ja lauseita.
4.2 Suhde lukion opetussuunnitelman perusteisiin
Analysoidaan seuraavaksi kirjasarjojen matemaattista sisa¨lto¨a¨ ja suhdetta
lukion opetussuunnitelman perusteisiin ta¨lta¨ osin. Huomiota kiinniteta¨a¨n
erityisesti matemaattisten ka¨sitteiden ma¨a¨ritelmiin ja oppikirjoissa esiinty-
viin lauseisiin. Analysoidaan ka¨ytettyja¨ merkinto¨ja¨, teosten abstraktiota-
soa ja esityksen ta¨sma¨llisyytta¨. Na¨iden kohdalla tutkitaan erityisesti, mi-
ten ne suhtautuvat Luvussa 3 annettuihin integraalilaskennan ka¨sitteisiin.
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Enta¨ lo¨ytyyko¨ erikoistapauksia ja mika¨ on yleisyysaste? Samalla analysoi-
daan myo¨s hiukan kielellista¨ struktuuria matemaattiselta kannalta.
4.2.1 Integraalilaskenta
Aloitetaan tutkimalla kurssia Integraalilaskenta varten kirjoitettuja oppikir-
joja eli teoksia MT10, La10, LC5, PM10 ja Py10. Kaikki kirjat esitteleva¨t
integraalifunktion ka¨sitteen ennen ma¨a¨ra¨ttya¨ integraalia. Na¨iden ja¨lkeen ka¨-
sitella¨a¨n integraalin sovelluksia. Matematiikan taitoon sisa¨ltyy myo¨s lyhyt
epa¨oleellisia integraaleja koskeva luku, vaikka epa¨oleelliset integraalit kuu-
luvat varsinaisesti kurssiin Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi.
MT10 merkitseekin ta¨ta¨ lukua ta¨hdella¨, mika¨ tarkoittaa sita¨, etta¨ asia ei kir-
jan tekijo¨iden ka¨sityksen mukaan kuulu kurssin keskeisiin sisa¨lto¨ihin. Kirja
ka¨ytta¨a¨ epa¨oleellisista integraaleista nimitysta¨ epa¨olennaiset integraalit.
Koska integraalilaskennan kurssi voidaan jakaa luontevasti kolmeen osaan
(ma¨a¨ra¨a¨ma¨tto¨ma¨a¨n integraaliin, ma¨a¨ra¨ttyyn integraaliin ja integraalin sovel-
luksiin), niin analysoidaan ensin kirjoja yksi kerrallaan ma¨a¨ra¨a¨ma¨tto¨ma¨a¨n
integraaliin ja sitten ma¨a¨ra¨ttyyn integraaliin liittyva¨n teorian osalta. Lopuk-
si katsotaan viela¨ sovelluspuolta, mutta pa¨a¨paino on kuitenkin edella¨ maini-
tuissa integraalilaskennan peruska¨sitteissa¨.
Tutkitaan ensimma¨iseksi Matematiikan taitoa. MT10 ma¨a¨rittelee integ-
raalifunktion ka¨ytta¨en kutakuinkin samaa notaatiota, kuin mita¨ Luvussa 3
integraalifunktiolle ka¨ytettiin. Nimitysta¨ integrandi kirja ei ka¨yta¨. Funktion
f integraalifunktiota kutsutaan myo¨s lyhyesti integraaliksi. Integraalifunk-
tion todetaan olevan ma¨a¨ritelma¨nsa¨ perusteella derivoituva ja siten myo¨s
jatkuva tarkasteltavalla va¨lilla¨. Lauseen 3.1.4 tuloksen MT10 esitta¨a¨ todis-
tamatta sita¨, todistus ja¨teta¨a¨n tutkimus- ja harrastustehta¨va¨ksi. Derivoinnin
ja integroinnin todetaan olevan ka¨a¨nteisia¨ toimituksia. Merkinna¨n dx kerro-
taan osoittavan integraalifunktion muuttujan. MT10 toteaa, etta¨ vakiote-
kija¨n siirta¨mista¨ koskevasta derivoimissa¨a¨nno¨sta¨ seuraa, etta¨ vakiotekija¨ voi-
daan siirta¨a¨ integraalimerkin ohi integroitaessa vakiolla kerrottua funktio-
ta. Samoin todetaan, etta¨ koska summa voidaan derivoida termeitta¨in, niin
myo¨s integrointi voidaan suorittaa integroimalla summa termeitta¨in. Poly-
nomifunktion integrointi -kappaleen yhteydessa¨ todistetaan derivoimalla seu-
raavat integroimissa¨a¨nno¨t, kun n ∈ N:∫
xn dx =
xn+1
n+ 1
+ C,
jossa vakio C ∈ R, ja ∫
1
x
dx = ln |x|+ C,
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jossa luku C on vakio. Yleinen potenssifunktion integroimissa¨a¨nto¨ otetaan
ka¨ytto¨o¨n myo¨hemmin esittelema¨lla¨ se ja toteamalla, etta¨ se on seuraus-
ta vastaavasta derivoimissa¨a¨nno¨sta¨. Rationaalifunktion integrointi -kappa-
letta merkita¨a¨n ta¨hdella¨, joten sen ei siis katsota kuuluvan kurssin keskei-
siin sisa¨lto¨ihin. Kaiken kaikkiaan MT10 esittelee varsin kattavasti derivoi-
malla todistettavissa olevia integroimissa¨a¨nto¨ja¨. Kappaleen Integroimisme-
netelmia¨ yhteydessa¨ annetaan lause, joka kertoo, etta¨ jokaisella jatkuvalla
funktiolla on integraalifunktio. Lauseen todistuksen sanotaan olevan koulu-
kurssiin kuulumaton. MT10 toteaa, etta¨ myo¨s epa¨jatkuvalla funktiolla voi
olla integraalifunktio, tosin eritta¨in harvinaisissa tapauksissa. Era¨s esimerkki
ta¨llaisesta funktiosta annetaan harjoitustehta¨vissa¨. Kappaleessa ka¨sitella¨a¨n
paloittain ma¨a¨ritellyn funktion integroimista ja esitella¨a¨n osittaisintegroin-
nin kaava seka¨ ka¨sitella¨a¨n integrointia sijoituksen avulla. Sijoitusmenetelma¨a¨
ka¨sitteleva¨ osuus on merkitty ta¨hdella¨.
MT10 ei na¨ytta¨isi integraalifunktion teorian yhteydessa¨ mainitsevan sita¨
seikkaa, etta¨ kaikkien alkeisfunktioiden integraalia ei voi esitta¨a¨ a¨a¨rellisella¨
ma¨a¨ra¨lla¨ alkeisfunktioita, vasta Tutkimus- ja harrastustehta¨vien yhteydessa¨
kirjan lopulla on ta¨sta¨ maininta numeerisen integroinnin yhteydessa¨, jota
lyhyesti tehta¨vissa¨ ka¨sitella¨a¨n. Kielellisesti kirjan teksti on hyva¨a¨ ja kirjan
ladonta noudattaa matematiikan kirjoittamiselle asetettuja standardeja var-
sin mukavasti: ma¨a¨ritelma¨t, lauseet, todistukset ja esimerkit erotellaan ja
kaavat on ladottu osaksi virkkeita¨ va¨limerkkeineen, mika¨ miellytta¨a¨ ainakin
matematiikkaa lukemaan tottunutta lukijaa.
Laudatur alkaa luvulla Integraalifunktio. Kirja na¨ytta¨isi ka¨ytta¨van huo-
mattavasti va¨hemma¨n matemaattisia symboleja kuin mita¨ Matematiikan tai-
to. Esimerkiksi integraalifunktion ma¨a¨ritelma¨ annetaan vahvasti kielenta¨en:
”Olkoon funktio f ma¨a¨ritelty jollakin va¨lilla¨. Jos va¨lin jokaisessa pisteessa¨
F ′(x) = f(x), funktio F on funktion f integraalifunktio.” Kummalliselta
tuntuu myo¨s tilanne, jossa ensin kerrotaan seuraava tulos (jota ei todisteta):
”Jos F (x) on funktion f(x) integraalifunktio, myo¨s kaikki muotoa F (x) +C
olevat funktiot ovat funktion f(x) integraalifunktioita.” Ta¨ma¨n ja¨lkeen esi-
teta¨a¨n esimerkkitehta¨va¨, jossa yhtena¨ alakohtana pyydeta¨a¨n ma¨a¨ritta¨ma¨a¨n
funktion f(x) = x−1 kaikki integraalifunktiot. Vastaukseksi saadaan ”Funk-
tion f(x) kaikki integraalifunktiot
F (x) =
1
2
x2 − x+ C , missa¨ C on vakio”.
Olisi hauska tieta¨a¨, milla¨ perusteella tulos on saatu, ei ainakaan edella¨ esi-
tetysta¨, silla¨ eiha¨n se viela¨ kerro, etta¨ kaikki funktion f integraalifunktiot
olisivat muotoa F + C. Tosin heti esimerkin ja¨lkeen esiteta¨a¨n tulos, jota jo
ratkaisussa mita¨a¨n mainitsematta ka¨yteta¨a¨n: ”Funktion f(x) kaikki integraa-
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lifunktiot ∫
f(x) dx = F (x) + C
F (x) on jokin funktion f(x) integraalifunktio. C on integroimisvakio.” Ta¨ssa¨
kohtaa ei kylla¨ toteudu kirjan tekijo¨iden alkusanoissa toteama tavoite kirjoit-
taa selkea¨ ja johdonmukainen oppikirja. Matematiikkaa lukemaan tottunutta
ha¨iritsee myo¨s pahasti se, ettei matematiikkaa kirjoiteta, niin kuin matema-
tiikkaa painetuissa julkaisuissa yleensa¨ kirjoitetaan, vaan teksti vaikuttaa
olevan ennemmin taulutyo¨skentelyn kopiointia. Ta¨sta¨ hyva¨na¨ esimerkkina¨
on edella¨ esitetty tulos. La10 ei myo¨ska¨a¨n nimea¨ lauseita ja ma¨a¨ritelmia¨.
Niita¨ tosin korostetaan sijoittamalla ne va¨rillisiin laatikoihin. Todistuksia ei
tekstista¨ erotella.
Integraalifunktion ominaisuudet Laudatur kokoaa hyvin: La10 toteaa,
etta¨ integraalifunktion ma¨a¨ritelma¨n nojalla integraalifunktion ma¨a¨rittely-
joukko on aina yhtena¨inen va¨li, ja funktion ja sen integraalifunktion ma¨a¨-
rittelyjoukkojen pita¨a¨ olla samat. Samalla todetaan, etta¨ jokaisella jatkuval-
la funktiolla on integraalifunktio (Todistus sivuutetaan.). La10 ei kuitenkaan
mainitse sita¨ tosiasiaa, etta¨ myo¨s epa¨jatkuvalla funktiolla voi olla integraa-
lifunktioita, kuten Matematiikan taidossa tehda¨a¨n. Integraalifunktiosta to-
detaan myo¨s, etta¨ koska integraalifunktio on derivoituva, niin se on myo¨s
jatkuva koko ma¨a¨rittelyjoukossaan. Lopuksi La10 huomauttaa, etta¨ vaikka
funktiolla olisi integraalifunktio, sita¨ ei aina ole mahdollista lausua analyytti-
sessa¨ muodosssa eli alkeisfunktioiden avulla. Ta¨ma¨ maininta olisi voinut olla
myo¨s Matematiikan taidossa!
Luvussa 2, Integroiminen, esiteta¨a¨n derivoimissa¨a¨nto¨jen avulla todistet-
tavissa olevat integroimissa¨a¨nno¨t potenssifunktiolle, lausekkeella 1/x ma¨a¨-
ritellylle funktiolle, kun x 6= 0, eksponenttifunktiolle seka¨ sini- ja kosini-
funktioille. Na¨ista¨ kahdelle ensimma¨iselle esiteta¨a¨n todistukset derivoimalla.
Derivoimalla todistetaan myo¨s vakiolla kerrotun funktion integroimissa¨a¨nto¨
seka¨ funktioiden summan integroimista koskeva sa¨a¨nto¨.
Luvussa 2 La10 sanoo funktion integroimisen tarkoittavan kaikkien funk-
tion integraalifunktioiden ma¨a¨ritta¨mista¨. Kuitenkin ensimma¨isessa¨ luvussa,
Integraalifunktio, kirja kutsuu integroimiseksi sellaista toimenpidetta¨, jos-
sa haetaan funktiota, jonka derivaattafunktio tunnetaan. Ehka¨ on jo ”hius-
ten halkomista”, mutta edella¨ on ka¨sitetta¨ integroiminen ka¨ytetty hieman
ristiriitaisen oloisesti. Luvun 3 otsikko on Yhdistetyn funktion ja paloittain
ma¨a¨ritellyn funktion integraalifunktio. Eiko¨ nyt puhutakaan ena¨a¨ integroimi-
sesta? Jos hieman saivarrellaan, niin na¨ma¨ kaksi lukua voisi kylla¨ yhdista¨a¨.
MT10 ka¨sittelee kaikki edella¨ esitellyt asiat yhden luvun alla otsikolla Inte-
graalifunktio.
Luvussa 3 Laudatur esittelee siis yhdistetyn funktion integroimissa¨a¨nno¨n,
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joka pa¨a¨tella¨a¨n yhdistetyn funktion derivoimissa¨a¨nno¨n avulla: ”Yhdistetyn
funktion integroimissa¨a¨nto¨∫
s′(x)f(s(x)) dx = F (s(x)) + C
F on funktion f jokin integraalifunktio”. Rationaalifunktion integroinnista ei
mainita tapausta, jossa jako ei mene tasan ja integrandi on siina¨ muodossa,
etta¨ yhdistetyn funktion integroimissa¨a¨nto¨a¨ ei voida ka¨ytta¨a¨. Laudatur tote-
aa vain, etta¨ ”Tulon ja osama¨a¨ra¨n integraali saadaan joko yhdistetyn funk-
tion integroimissa¨a¨nno¨lla¨ tai suorittamalla laskutoimitus.” MT10 puolestaan
esittelee jakokulman ja osamurtokehitelma¨n ka¨ytta¨misen integroinnin apuna.
Laudaturista ei lo¨ydy myo¨ska¨a¨n osittaisintegrointia eika¨ sijoitusmenetelma¨a¨.
Lukion Calculus jakaa kurssin Integraalilaskenta oppiaineksen kahteen
lukuun: Integraalifunktio ja Ma¨a¨ra¨tty integraali. Luvuista ensimma¨inen ja-
kautuu viiteen alalukuun alkaen johdannolla, jossa lyhyesti tutustutaan in-
tegraalilaskennan kahteen perusongelmaan: ”On konstruoitava ka¨yra¨, jonka
tangentit tunnetaan, eli on lo¨ydetta¨va¨ funktio sen derivaatan perusteella.”
”Toinen integraalilaskennan perusongelma on selvitta¨a¨, miten voidaan las-
kea tunnetun ka¨yra¨n rajaaman kuvion pinta-ala.” LC5 toteaa, etta¨ vaikka
esitetyt integraalilaskennan perusongelmat ovat ta¨ysin erityyppisia¨, osoittau-
tuu kuitenkin, etta¨ ne liittyva¨t hyvin la¨heisesti toisiinsa. Samalla LC5 ker-
too, etta¨ edella¨ oleva yhteys esitella¨a¨n myo¨hemmin analyysin peruslauseessa.
Derivoimiselle ka¨a¨nteista¨ toimenpidetta¨ LC5 kutsuu integroimiseksi, jossa
tehta¨va¨na¨ on muodostaa funktio, kun tunnetaan sen derivaatta.
Alaluvussa Integraalifunktio Lukion Calculus esittelee integraalifunktion
ma¨a¨ritelma¨n samaan tyyliin kuin Laudatur : ”Olkoon funktio f ma¨a¨a¨ritelty
tietylla¨ va¨lilla¨. Jos on olemassa sellainen funktio F , etta¨ va¨lin kaikissa pis-
teissa¨ F ′(x) = f(x), funktiota F sanotaan f :n integraalifunktioksi.” Heti
ma¨a¨ritelma¨n ja¨lkeen LC5 tekee havainnon, etta¨ integraalifunktio on aina de-
rivoituva ja siten myo¨s jatkuva.
Lauseen 3.1.4 tuloksen LC5 esittelee kutakuinkin samaan tapaan kuin
tehtiin Luvussa 3. Teos todistaa lauseen olettamalla Lemman 3.1.2 tuloksen,
jota ei siis todisteta. Summasta F (x)+C LC5 ka¨ytta¨a¨ nimitysta¨ ma¨a¨ra¨a¨ma¨-
to¨n (tai yleinen) integraali. Integrandia LC5 kutsuu integroitavaksi. Ta¨ha¨n
saakka analysoiduista kirjoista LC5 ka¨sittelee integraalika¨yria¨ laajimmin.
LC5 ei kuitenkaan mainitse ka¨sitetta¨ alkuehto, toisin kuin MT10. Toisaalta
La10 ei esittele kumpaakaan ka¨sitetta¨.
Lukion Calculus kirjoittaa matematiikkaa varsin mukavasti: Kaavat ovat
osana kokonaisia virkkeita¨ va¨limerkkeineen. Virkkeita¨ ei aloiteta symboleilla.
Ma¨a¨ritelmia¨ korostetaan paitsi va¨rillisilla¨ laatikoilla, myo¨s kertomalla milloin
kysymyksessa¨ on ma¨a¨ritelma¨. Myo¨s lauseita korostetaan, na¨ille kaipaisi myo¨s
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sanallista erottelua. Huomautuksista mainitaan, mutta todistuksia ei koros-
teta. Miksi? Pela¨ta¨a¨nko¨, etta¨ lukija hyppa¨a¨ todistuskohdat yli, jos ne on
otsikoitu erikseen.
Alaluvussa 3 Lukion Calculus esittelee vakion integroinnin, summan
integroinnin, vakiotekija¨n siirron ja potenssifunktion integroinnin sa¨a¨nno¨t.
Kahdelle viimeksi mainitulle esiteta¨a¨n myo¨s todistus derivoimalla. Lauseen
”Jokaisella jatkuvalla funktiolla on integraalifunktio.” paikkansa pita¨vyyden
LC5 kertoo osoittavansa myo¨hemmin. Samalla LC5 mainitsee, ettei kaikkia
integraalifunktioita pystyta¨ lausumaan alkeisfunktioiden avulla. Ta¨llaisista
integrandeista on myo¨s muutama esimerkki.
Alaluvussa 4 Lukion Calculus antaa varsin kattavan kokoelman integroi-
missa¨a¨nto¨ja¨ muistuttaen Lausetta 3.1.6 ja Alaluvussa 5 ka¨sitella¨a¨n yhdiste-
tyn funktion integrointia ja saadaan samalla erikoistapauksena samoja kaa-
voja kuin Lauseessa 3.1.7. Osittaisintegroinnista, sijoitusmenetelma¨sta¨ tai
osamurtokehitelma¨sta¨ LC5 ei mainitse mita¨a¨n.
Pitka¨ matematiikka jakaa oppiaineksen todella moneen lukuun nume-
roimatta ainuttakaan. Seuraavassa on ote sisa¨llysluettelosta: ”Derivointiker-
tausta, Muutosnopeudesta ma¨a¨ra¨a¨n, Integraalifunktio, Integroiminen, Funk-
tion 1/x integroiminen,. . . ”. Allekirjoittanut ja¨a¨ kylla¨ kaipaamaan yla¨otsi-
koita ja numerointia, nyt sisa¨llysluettelo na¨ytta¨a¨ varsin pirstaleiselta. Ma¨a¨-
ritelma¨t ja lauseet PM10 erottelee mukavasti, edelleen todistus -otsikointia
ja¨a¨ kaipaamaan. Kaavat PM10 punoo kohtuu hyvin osaksi virkkeita¨, tosin
esimerkeissa¨ on ajoittain taulumaista kirjoitustyylia¨: kaavat eiva¨t ole osana
virkkeita¨ ja niiden vieressa¨ on selitta¨via¨ merkinto¨ja¨ ja tekstia¨. Myo¨s PM10
ka¨ytta¨a¨ varsin niukasti joukko-opillisia merkinto¨ja¨, esimerkkina¨ integraali-
funktion ma¨a¨ritelma¨: ”Funktio, jonka derivaattafunktio on f , on funktion f
integraalifunktio.”, jonka ja¨lkeen PM10 huomauttaa: ”Siis funktio F on funk-
tion f integraalifunktio, jos ja vain jos jokaisessa funktion f ma¨a¨rittelyjoukon
pisteessa¨ x on
F ′(x) = f(x)
eli
DF (x) = f(x).”
Huomion arvoista on, etta¨ PM10 antaa integraalifunktion ma¨a¨ritelma¨n ylei-
semma¨ssa¨ muodossa, kuin mita¨ muut oppikirjat tai mita¨ tutkielman Luvussa
3 tehtiin, silla¨ PM10 ei aseta funktiolle f vaatimusta, etta¨ se olisi ma¨a¨ritelty
jollakin va¨lilla¨.
Pitka¨ matematiikka ottaa Lemman 3.1.2 ka¨ytto¨o¨n ilman todistusta ja
osoittaa ta¨ma¨n avulla Lauseen 3.1.4 todeksi. PM10 korostaa ta¨ha¨n mennessa¨
analysoiduista kirjoista parhaiten sita¨ seikkaa, etta¨ on oleellista, etta¨ tarkas-
teltava funktio f , jonka integraalifunktioita ollaan ma¨a¨ritta¨ma¨ssa¨ ka¨ytta¨en
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Lausetta 3.1.4, on ma¨a¨ritelty va¨lilla¨. Jos na¨in ei olisi, niin ei voitaisi ka¨ytta¨a¨
Lemmaa 3.1.2, siis ei myo¨ska¨a¨n Lausetta 3.1.4. Kirja antaa esimerkin funk-
tiosta, jonka ma¨a¨rittelyjoukko ei ole va¨li ja jonka derivaatta jokaisessa ma¨a¨-
rittelyjoukon pisteessa¨ on nolla, mutta funktio ei kuitenkaan ole vakiofunktio.
Integraalifunktioiden ma¨a¨ritta¨mista¨ PM10 kutsuu integroimiseksi. Inte-
graalimerkinna¨n historiaa kirja kertoo selostavansa myo¨hemma¨ssa¨ luvussa.
Pitka¨ matematiikka antaa ensin potenssifunktion integroimissa¨a¨nno¨n perus-
teluineen, kun eksponentti on eri suuri kuin −1, jonka ja¨lkeen perustellaan
vakiolla kerrotun funktion ja funktioiden summan integroimissa¨a¨nno¨t. Samal-
la PM10 toteaa, etta¨ ”funktioiden f ja g integraalifunktioiden tulo ei yleensa¨
ole tulofunktion fg integraalifunktio eika¨ integraalifunktioiden osama¨a¨ra¨ ole
osama¨a¨ra¨n f/g integraalifunktio.” PM10 perustelee viela¨ lausekkeella 1/x
ma¨a¨ritellyn funktion, eksponenttifunktion, trigonometristen funktioiden seka¨
yhdistetyn funktion integroimissa¨a¨nno¨t. Jostain syysta¨ funktion potenssin in-
tegroimissa¨a¨nno¨t eli sa¨a¨nno¨t∫
f ′(x)f(x)r dx =
1
r + 1
f(x)r+1 + C, kun r ∈ R \ {−1}
ja ∫
f ′(x)
f(x)
dx = ln |f(x)|+ C, kun f(x) 6= 0
Pitka¨ matematiikka ja¨tta¨a¨ kirjan viimeiseksi luvuksi. Kirja toteaa myo¨s, etta¨
on olemassa funktioita, joiden integraalifunktion lauseketta on mahdotonta
muodostaa. Na¨ista¨ annetaan pari esimerkkia¨. Osamurtokehitelmia¨, osittais-
integrointia ja sijoitusmenettelya¨ PM10 ei ka¨sittele.
Pyramidi jakautuu viiteen lukuun: Johdanto, Integraalifunktio, Ma¨a¨ra¨tty
integraali, Pinta-ala, Tilavuus. Na¨iden lisa¨ksi on numeroimaton luku Lisa¨tie-
toa. Johdannossa mainitaan integraalilaskennan peruska¨sitteet ja kerrotaan,
etta¨ na¨ma¨ liittyva¨t la¨heisesti toisiinsa seka¨ selostetaan hieman integraalilas-
kennan historiaa.
Integraalifunktion Py10 ma¨a¨rittelee seuraavasti: ”Olkoon funktiot f ja F
ma¨a¨ritelty avoimella va¨lilla¨ I. Jos F ′ = f eli F ′(x) = f(x) kaikilla x ∈ I,
niin F on funktion f integraalifunktio.” Miksi ihmeessa¨ pita¨a¨ rajoittua avoi-
miin va¨leihin? Ta¨ma¨ rajoitus tuntuu turhan tiukalta, mutta yksinkertaisten
joukko-opillisten merkinto¨jen, kuten x ∈ I, ka¨ytta¨minen la¨mmitta¨a¨ mielta¨.
Tosin heti ma¨a¨ritelma¨n ja¨lkeen sama esiteta¨a¨n kielenta¨en: ”Siis jos funktion
F derivaatta on f , niin F on funktion f integraalifunktio.”
Pyramidi erottelee otsikkosanoilla ma¨a¨ritelma¨t, lauseet, todistukset ja
esimerkit. Kaavat ovat kuitenkin va¨lilla¨ osana virkkeita¨, va¨lilla¨ niista¨ irral-
lisina. Va¨limerkkeja¨ na¨ytta¨isi puuttuvan monesta kohtaa. Huomion arvoista
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on, etta¨ mika¨a¨n edella¨ analysoiduista kirjoista, kuten ei myo¨ska¨a¨n Pyramidi
tee eroa merkinto¨jen f ja f(x) va¨lilla¨. Voi olla, etta¨ oppikirjasarjojen aiem-
missa osissa on sovittu funktiota koskevista merkinno¨ista¨ myo¨s ta¨lta¨ osin.
Lauseen 3.1.4 Pyramidi todistaa ka¨ytta¨en apuna Lemmaa 3.1.2, jonka to-
distuksen kirja ja¨tta¨a¨ lukijalle harjoitustehta¨va¨ksi (Harjoitustehta¨va¨ lo¨ytyy
kirjan lopulla olevasta lisa¨tehta¨va¨ -osiosta.). Funktion f integroinnilla Py10
tarkoittaa kyseisen funktion integraalifunktioiden ma¨a¨ritta¨mista¨. Pyramidis-
ta lo¨ytyy melko lailla samat integroimissa¨a¨nno¨t kuin muista kirjoista. La¨hes
kaikki na¨ista¨ todistetaan. Jostain syysta¨ Py10 haluaa todistaa myo¨s sa¨a¨nno¨n∫
(f(x)− g(x)) dx =
∫
f(x) dx−
∫
g(x) dx.
Vasta Luvun 2 Integraalifunktio viimeisessa¨ alaluvussa, Paloittain ma¨a¨ritel-
lyn funktion integrointi, Pyramidi huomauttaa, etta¨ koska integraalifunktio
on derivoituva, niin se on myo¨s jatkuva. Samalla annetaan lause: ”Jatkuvalla
funktiolla on integraalifunktio.”, jonka todistus sivuutetaan. Kirja huomaut-
taa, ja antaa myo¨s esimerkin, etta¨ epa¨jatkuvallakin funktiolla voi olla integ-
raalifunktio. Osittaisintegroinnista tai sijoitusmenettelysta¨ ei mainita. Py10
ei myo¨ska¨a¨n kerro, etta¨ on olemassa funktioita, joiden integraalifunktioita ei
pystyta¨ lausumaan alkeisfunktioiden avulla.
Siirryta¨a¨n sitten tarkastelemaan, miten oppikirjat ka¨sitteleva¨t toista inte-
graalilaskennan peruska¨sitetta¨, ma¨a¨ra¨ttya¨ integraalia. Aloitetaan ja¨lleen Ma-
tematiikan taidosta. MT10 otsikoi luvun Ma¨a¨ra¨tty integraali ensimma¨isen
alaluvun otsikolla Pinta-ala ja ma¨a¨ra¨tty integraali. Ensimma¨isessa¨ kappa-
leessa tarkastellaan pinta-alan ma¨a¨ritelma¨a¨. MT10 olettaa yksinkertaisten
tasokuvioiden, kuten kolmion, pinta-alan tunnetuksi. Monikulmion pinta-ala
saadaaan aina jakamalla se osiin, esimerkiksi kolmioihin ja laskemalla na¨in
saatujen kolmioiden pinta-alat yhteen. Yleisen tasoalueen pinta-alan MT10
ma¨a¨rittelee sellaisten monikulmioiden alojen raja-arvona, jotka yhtyva¨t yha¨
tarkemmin tarkasteltavaan alueeseen.
Kappaleessa kaksi tarkastellaan paraabelin y = (1/4)x2 +1 seka¨ x-akselin
rajaamaa aluetta va¨lilla¨ [0, 4]. Va¨li jaetaan nelja¨a¨n samanpituiseen osava¨liin
ja muodostetaan monikulmio suorakulmioista, joiden korkeus on ehdolla
f(x) = (1/4)x2 + 1
ma¨a¨ritellyn funktion arvo kunkin edella¨ saadun osava¨lin keskipisteessa¨. Suo-
rakulmioiden alojen summan todetaan antavan likiarvon paraabelin ja x-
akselin rajaamalle alueelle va¨lilla¨ [0, 4]. MT10 toteaa, etta¨ on geometrisesti
selva¨a¨, etta¨ likiarvo paranee jakoa tihenta¨ma¨lla¨. Ta¨ma¨n ja¨lkeen annetaan
porrassumman ma¨a¨ritelma¨: ”Olkoon f va¨lilla¨ [a, b] ma¨a¨ritelty funktio, ja ol-
koon D ta¨ma¨n va¨lin jako n yhta¨suureen osaan, jolloin yhden jakova¨lin pituus
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∆x = (b− a)/n. Jakoon D liittyva¨ porrassumma eli Riemannin summa on
f(x1)∆x+ f(x2)∆x+ . . .+ f(xn)∆x,
missa¨ x1 on valittu ensimma¨iselta¨ jakova¨lilta¨, x2 toiselta,..., xn viimeiselta¨.
Pisteiden xi ei tarvitse olla jakova¨lien keskikohtia.” Mika¨ n on? Enta¨ i?
Minka¨lainen on va¨li [a, b]? Mita¨ jaolla D oikein tarkoitetaan? Edella¨ olevilla
kysymyksilla¨ pyrita¨a¨n osoittamaan, ettei Matematiikan taito myo¨ska¨a¨n ole
aina niin ta¨sma¨llinen, vaikka nopeasti vilkaistaessa sen vaikutelman saa. On
huomattava, etta¨ MT10 olettaa tarkasteltavan va¨lin jaon jakova¨lien pituu-
det yhta¨ suuriksi, joten Luvussa 3 Riemannin summalle annettu ma¨a¨ritelma¨
on ta¨lta¨ osin yleisempi. Toisaalta MT10 ei aseta va¨lilla¨ [a, b] ma¨a¨ritellylle
funktiolle f mita¨a¨n vaatimuksia.
Matematiikan taito toteaa: ”Jos f on ei-negatiivinen, niin porrassumma
ilmoittaa niista¨ suorakulmoista koostuvan monikulmion pinta-alan, joiden
kanta on ∆x ja korkeudet ovat
f(x1), f(x2), . . . , f(xn).”,
jonka ja¨lkeen annetaan ma¨a¨ritelma¨ Pinta-ala porrassummien raja-arvona:
”Olkoon funktio f jatkuva ja ei-negatiivinen va¨lilla¨ [a, b]. Ta¨llo¨in sen alu-
een pinta-ala, jota rajoittavat ka¨yra¨ y = f(x), x-akseli seka¨ suorat x = a
ja x = b, saadaan porrassummien raja-arvona, kun jakoa tihenneta¨a¨n ra-
jattomasti, eli kun jakova¨lin pituus ∆x la¨henee nollaa.” Kappaleessa 3, jota
merkita¨a¨n ta¨hdella¨, MT10 ma¨a¨rittelee ala- ja yla¨summan ka¨sitteet suljetulla
va¨lilla¨ ma¨a¨ritellylle jatkuvalle funktiolle ka¨ytta¨en tasava¨lista¨ jakoa eli jakoa,
jonka jakova¨lit ovat yhta¨ pitkia¨. MT10 huomauttaa: ”Jos f on lisa¨ksi ei-
negatiivinen ja A on sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat ka¨yra¨ y = f(x),
x-akseli seka¨ suorat x = a ja x = b, niin s ≤ A ≤ S.” Edella¨ s tarkoittaa
alasummaa ja S yla¨summaa.
Nelja¨nnessa¨ kappaleessa annetaan ma¨a¨ra¨tyn integraalin ma¨a¨ritelma¨. Ma-
tematiikan taito toteaa, etta¨ yleisessa¨ porrassummassa voi olla negatiivisiakin
termeja¨. Ta¨llo¨inkin porrassumman todetaan la¨hestyva¨n tiettya¨ raja-arvoa,
kun jakoa tihenneta¨a¨n rajatta. Itse asiassa ta¨ssa¨ Matematiikan taito unoh-
taa mainita, etta¨ tarkasteltava funktio on oletettava jatkuvaksi, jotta na¨in
aina olisi. MT10 toteaa raja-arvon olevan sama kuin niiden alueiden pinta-
alojen erotus, jotka ka¨yra¨ tarkasteltavalla va¨lilla¨ rajoittaa x-akselin yla¨- ja
alapuolelle. Ta¨ma¨n ja¨lkeen annetaan ma¨a¨ra¨tyn integraalin ma¨a¨ritelma¨: ”Ol-
koon funktio f jatkuva va¨lilla¨ [a, b]. Funktion f ma¨a¨ra¨tty integraali∫ b
a
f(x) dx
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ta¨lla¨ va¨lilla¨ on porrassumman raja-arvo, kun va¨lin [a, b] jakoa tihenneta¨a¨n
rajattomasti, eli kun jakova¨lin pituus la¨henee nollaa. Integroimisva¨lin [a, b]
pa¨a¨tepisteet ovat integroimisrajoja: a on alaraja ja b on yla¨raja.” Matematii-
kan taito ma¨a¨rittelee siis ma¨a¨ra¨tyn integraalin Riemannin summien avulla.
Kuten todettiin (ja Luvussa 3 osoitettiin), funktion jatkuvuusoletus takaa
sen, etta¨ ma¨a¨ra¨tty integraali on aina olemassa tarkasteltavalla va¨lilla¨. Ta¨ha¨n
seikkaan MT10 ei ota kantaa. Nimitysta¨ Riemannin integraali MT10 ei mai-
nitse. Hassulta tuntuu myo¨s, etta¨ ka¨sitteet ala- ja yla¨summa mainittiin, mut-
ta ta¨ma¨n ja¨lkeen niista¨ ei puhuta ena¨a¨ mita¨a¨n.
Alaluvussa 2 Matematiikan taito ma¨a¨rittelee kertyma¨funktion, kun luku
a on vakio: ”Jatkuvan funktion f kertyma¨funktio (kohdasta a) on
Ka(x) =
∫ x
a
f(t) dt (x > a).
Jos f on ei-negatiivinen, niin Ka(x) ilmoittaa sen pinta-alan, joka ’kertyy’
ka¨yra¨n y = f(x) ja x-akselin va¨liin siirrytta¨essa¨ kohdasta a kohtaan x. Lisa¨ksi
ma¨a¨ritella¨a¨n
Ka(a) =
∫ a
a
f(t) dt = 0.”
MT10 toteaa esimerkin avulla, etta¨ on aihetta tutkia kertyma¨funktion de-
rivaattaa ja osoittaa, etta¨ ei-negatiiviselle jatkuvalle funktiolle saadaan, kun
x > a, K ′a(x) = f(x). MT10 toteaa, etta¨ vastaava tulos voidaan na¨ytta¨a¨
oikeaksi myo¨s silloin, kun f saa negatiivisia arvoja. Saadaan siis lause: ”Jat-
kuvan funktion f kertyma¨funktiolle
Ka(x) =
∫ x
a
f(t) dt
on K ′a(x) = f(x). Toisin sanoen Ka on f :n integraalifunktio. Lisa¨ksi on voi-
massa alkuehto Ka(a) = 0.” Nyt MT10 osoittaa Analyysin peruslauseen jat-
kuvalle funktiolle, tosin kirja ei mainitse lauseen nimea¨, vaan puhuu ma¨a¨ra¨tyn
integraalin ja integraalifunktion yhteydesta¨. Samalla kirja ottaa ka¨ytto¨o¨n si-
joitusmerkinna¨n.
Seuraavaksi Matematiikan taito esittelee ma¨a¨ra¨tyn integraalin ominai-
suuksia, jotka MT10 kertoo voitavan todistaa jatkuville funktioille tutki-
malla porrassummien raja-arvoja tai ka¨ytta¨ma¨lla¨ ma¨a¨ra¨tyn integraalin ja
integraalifunktion va¨lista¨ yhteytta¨. Ominaisuuksista annetaan Vakiotekija¨n
siirtosa¨a¨nto¨, Summan ma¨a¨ra¨tty integraali ja Paloittain integrointi (Lauseen
3.3.14 kohdat (a), (b) ja (h)). MT10 antaa integroimisrajojen vaihtoa koske-
van ma¨a¨ritelma¨n ∫ a
b
f(x) dx = −
∫ b
a
f(x) dx
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ja osoittaa, etta¨ ma¨a¨ra¨tyn integraalin ja integraalifunktion yhteytta¨ koske-
va lause (Analyysin peruslause) on voimassa ta¨ssa¨kin tapauksessa. Parilli-
sen ja parittoman funktion integrointisa¨a¨nno¨n (Esimerkki 3.5.4) MT10 an-
taa todistamatta sita¨ ja toteaa, etta¨ lause on ilmeinen ma¨a¨ra¨tyn integraalin
pinta-alatulkinnan perusteella ja se voidaan helposti todistaa porrassummien
avulla.
Syventa¨vina¨ tietoina (merkita¨a¨n ta¨hdella¨) MT10 antaa epa¨yhta¨lo¨n sa¨i-
lymista¨ koskevan tuloksen integroinnissa (Lauseen 3.3.14 (c) kohta), ma¨a¨ra¨-
tyn integraalin osittaisintegrointisa¨a¨nno¨n seka¨ esimerkin sijoitusmenettelys-
ta¨ ma¨a¨ra¨tyn integraalin tapauksessa. Edella¨ olevia tietoja ei todisteta. Sijoi-
tusmenettelyn yhteydessa¨ apuna ka¨ytetta¨va¨sta¨ funktiosta oletetaan, etta¨ se
on integroimisva¨lilla¨ aidosti monotoninen, vaikka ma¨a¨ra¨tyn integraalin yh-
teydessa¨ ta¨ta¨ oletusta ei nimenomaan tarvitse tehda¨. Sen sijaan aiemmin
(ensimma¨isen luvun yhteydessa¨ sovellettaessa sijoitusmenetelma¨a¨ funktion
integraalifunktioiden etsimiseen), kun ta¨ma¨ oletus olisi pita¨nyt tehda¨, niin
MT10 ei mainitse siita¨ mita¨a¨n. Lisa¨ksi, kun funktio olisi syyta¨ olettaa ai-
dosti monotoniseksi jatkuvasti derivoituvaksi bijektioksi, niin MT10 olettaa
sen ainoastaan derivoituvaksi. Lisa¨ksi MT10 ka¨sittelee differentiaaleja ika¨a¨n
kuin ne olisivat lukuja perustelematta ta¨ta¨ mitenka¨a¨n.
Laudatur la¨hestyy ma¨a¨ra¨tyn integraalin ka¨sitetta¨ tarkastelemalla aluksi
positiiviarvoisen funktion kuvaajan ja x-akselin va¨liin ja¨a¨va¨n alan suhdet-
ta integraalifunktioon. Ta¨ma¨ tehda¨a¨n esimerkin avulla, jossa on tehta¨va¨na¨
ma¨a¨ritta¨a¨ suoran y = (1/2)x + 2 ja x-akselin va¨liin ja¨a¨va¨n alueen pinta-ala
ensin va¨lilla¨ [0, 4] ja sitten va¨lilla¨ [0, t], kun luku t toteuttaa ehdon t ≥ 0.
Va¨lilla¨ [0, t] funktion ja x-akselin va¨liin ja¨a¨va¨n alueen pinta-alaksi saadaan
(1/4)t2 +2t. Kirja tekee havainnon, etta¨ suoran lausekkeen integraalifunktiot
ovat muotoa
F (x) =
∫ (
1
2
x+ 2
)
dx =
1
4
x2 + 2x+ C.
Ta¨llo¨in F (4) − F (0) = 12, joka on sama kuin suoran ja x-akselin va¨liin
ja¨a¨va¨n alueen ala va¨lilla¨ [0, 4] ja vastaavasti F (t) − F (0) = (1/4)t2 + 2t on
puolestaan suoran ja x-akselin va¨liin ja¨a¨va¨n alueen ala va¨lilla¨ [0, t]. La10
toteaa: ”Yleisesti voidaan osoittaa, etta¨ ka¨yra¨n y = f(x) (y ≥ 0) ja x-akselin
va¨liin ja¨a¨va¨ pinta-ala A va¨lilla¨ [a, b] saadaan laskemalla A = F (b) − F (a),
missa¨ funktio F on funktion f jokin integraalifunktio. Erotus F (b) − F (a)
on funktion f(x) ma¨a¨ra¨tty integraali, jota merkita¨a¨n
F (b)− F (a) =
∫ b
a
f(x) dx.”
Laudatur ottaa ka¨ytto¨o¨n sijoitusmerkinna¨n, kutsuu vakiota a alarajaksi ja
vakiota b yla¨rajaksi seka¨ toteaa, ettei alarajan ja yla¨rajan tarvitse olla suu-
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ruusja¨rjestyksessa¨. Funktio voi kulkea myo¨s x-akselin alapuolella. La10 to-
teaa, etta¨ na¨in ma¨a¨riteltyna¨ ma¨a¨ra¨tty integraali voi saada myo¨s negatiivisia
arvoja. ”Ma¨a¨ra¨tyn integraalin laskemista integraalifunktion avulla kutsutaan
analyysin peruslauseeksi. Kirjan alussa laskettuja integraaleja kutsutaan ni-
mella¨ ma¨a¨ra¨a¨ma¨to¨n integraali.”
Laudatur ei siis kerro mita¨a¨n ala- eika¨ yla¨summista tai Riemannin sum-
mista. La10 ja¨tta¨a¨ myo¨s mainitsematta, etta¨ funktio f on oletettava jat-
kuvaksi va¨lilla¨ [a, b]. Kirjan alkusanoissa todetaan: ”Ma¨a¨ra¨tty integraali esi-
tella¨a¨n lyhyesti pinta-alatulkinnan avulla. Tarkemmin ma¨a¨ra¨tyn integraalin
ja pinta-alan yhteytta¨ ka¨sitella¨a¨n syventa¨vissa¨ kursseissa 12 ja 13.”
Laudatur perustelee integroimisvakion kirjoittamatta ja¨tta¨misen sijoitus-
ta laskettaessa, mutta Lauseen 3.3.14 kohdat (a), (b) ja (h) (ma¨a¨ra¨tyn inte-
graalin ominaisuuksia) seka¨ ominaisuudet∫ a
a
f(x) dx = 0 ja
∫ b
a
f(x) dx = −
∫ a
b
f(x) dx
La10 ottaa suoraan ka¨ytto¨o¨n. Tosin Lauseen 3.3.14 kohdan (h) todistukselle
esiteta¨a¨n geometrinen hahmotus positiiviarvoisen funktion tapauksessa, kun
a < b < c. Muut ominaisuudet kirja toteaa saatavan ma¨a¨ra¨tyn integraalin
ma¨a¨ritelma¨n perusteella. Esimerkin avulla havaitaan yhteys derivaatan ja
ma¨a¨ra¨tyn integraalin va¨lilla¨:
D
∫ x
a
f(t) dt = D(F (x)− F (a)) = DF (x)−DF (a) = F ′(x) = f(x).
Lukion Calculus aloittaa toteamalla: ”Tasokuvion pinta-ala voidaan al-
keistapauksissa laskea suoraan laskukaavoilla, joista tunnetuimpia ovat kol-
mion, suorakulmion ja ympyra¨n alan laskusa¨a¨nno¨t. Jossakin tapauksessa
pinta-ala voidaan saada jakamalla kuvio sellaisiin osiin, etta¨ niiden pinta-
ala osataan laskea. Kokonaispinta-ala on ta¨llo¨in osa-alojen summa.” Ta¨ma¨n
ja¨lkeen tarkastellaan va¨lilla¨ [a, b] ma¨a¨ritellyn jatkuvan, positiiviarvoisen ja
kaarevan funktion kuvaajan, x-akselin seka¨ suorien x = a ja x = b rajaaman
tasoalueen pinta-alaa. Todetaan, etta¨ nyt entiset kaavat eiva¨t sovellu alan
laskemiseen, mutta niita¨ ka¨ytta¨en saadaan tarkentuvia pinta-alan likiarvoja.
Ta¨ta¨ varten LC5 jakaa tarkasteltavan va¨lin [a, b] ensin tasava¨lisesti, niin etta¨
osava¨leja¨ tulee n kpl. LC5 piirta¨a¨ jokaiselle osava¨lille suorakulmion, jonka
korkeutena on funktion pienin arvo kullakin osava¨lilla¨. Pylva¨iden yhteenlas-
kettua pinta-alaa LC5 kutsuu jakoon liittyva¨ksi alasummaksi sn. ”Jakoon
liittyva¨ yla¨summa Sn saadaan vastaavasti ottamalla suorakulmion korkeu-
deksi aina funktion suurin arvo kullakin osava¨lilla¨.” Ta¨ssa¨ siis myo¨s Lukion
Calculus ottaa ka¨ytto¨o¨n jaon ka¨sitteen sen enempa¨a¨ siita¨ kertomatta. Ku-
vien perusteella todetaan, etta¨ ka¨yra¨n kaaren alle ja¨a¨va¨ pinta-ala A on ala-
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ja yla¨summan va¨lissa¨. ”Jos A:n likiarvoksi otetaan kumpi hyva¨nsa¨ summista,
ei virhe voi olla suurempi kuin Sn − sn.”
Seuraavaksi LC5 tihenta¨a¨ va¨lin [a, b] jakoa, niin etta¨ jakova¨lien luku-
ma¨a¨ra¨ksi tulee 2n. Kuvien perusteella jakoa tihennetta¨essa¨ na¨ytta¨a¨ alasum-
ma kasvavan ja yla¨summa pieneneva¨n. Samalla molemmat la¨hestyva¨t alku-
pera¨isen kuvion alaa A jaon tihentyessa¨. Lukion Calculus toteaakin: ”Voi-
daan osoittaa, etta¨ kun kysymyksessa¨ on ei-negatiivinen jatkuva funktio,
ala- ja yla¨summat la¨hestyva¨t samaa arvoa, kun jakova¨lien lukuma¨a¨ra¨ kas-
vaa rajatta eli n → ∞. Ta¨llo¨in yksitta¨iset suorakulmiot alati kapenevat, ja
raja-arvona saadaan ka¨yra¨n alle ja¨a¨va¨n kuvion pinta-ala.
A = lim
n→∞
sn = lim
n→∞
Sn”
Riemannin summien sijasta Lukion Calculus puhuu va¨lisummista: ”Ala- ja
yla¨summia varten pita¨a¨ tieta¨a¨ funktion pienin ja suurin arvo jokaisella va¨lilla¨.
Niiden ma¨a¨ritta¨minen voi olla tyo¨la¨sta¨ ja siksi muodostetaankin ns. va¨lisum-
ma
n∑
k=1
f(tk)∆x,
jossa n on osava¨lien lukma¨a¨ra¨, ∆x kunkin osava¨lin pituus ja f(tk) mika¨
tahansa funktion arvo k:nnella osava¨lilla¨. Jos ta¨lla¨ osava¨lilla¨ funktion pie-
nin arvo on mk ja suurin Mk, niin mk ≤ f(tk) ≤ Mk. Ta¨sta¨ seuraa, etta¨
va¨lisumma on nimensa¨ mukaisesti ala- ja yla¨summan va¨lissa¨. Kun viimek-
si mainitut la¨hestyva¨t kuvion alaa jaon tihentyessa¨, niin ala saadaan myo¨s
va¨lisumman raja-arvona.”
Ma¨a¨ra¨tyn integraalin ka¨sitteeseen kirjassa LC5 pa¨a¨sta¨a¨n, kun luovutaan
tarkesteltavalle funktiolle asetetusta vaatimuksesta, etta¨ funktion tulee ol-
la ei-negatiivinen va¨lilla¨ [a, b]. Kirja toteaa, etta¨ myo¨s ta¨llo¨in tihennetta¨essa¨
va¨lin [a, b] jakoa ja annettaessa osava¨lien lukuma¨a¨ra¨n n kasvaa rajatta, ala-
ja yla¨summat la¨hestyva¨t samaa raja-arvoa. ”Ta¨ma¨ raja-arvo on nimelta¨a¨n
funktion f ma¨a¨ra¨tty integraali a:sta b:hen. Se merkita¨a¨n ja ma¨a¨ritella¨a¨n seu-
raavasti: ∫ b
a
f(x) dx = lim
n→∞
sn = lim
n→∞
S ′′n
Va¨lia¨ [a, b] LC5 kutsuu integroimisva¨liksi, lukua a sen alarajaksi ja lukua b
yla¨rajaksi. Funktiosta f sanotaan, etta¨ se on integroituva va¨lilla¨ [a, b]. In-
tegraalimerkin todetaan olevan muunnos S-kirjaimesta, ja dx on korvan-
nut nollaa la¨hestyva¨n ∆x:n. ”Voidaan ajatella, etta¨ ma¨a¨ra¨tty integraali on
a¨a¨retto¨ma¨n monen a¨a¨retto¨ma¨n pienen yhteenlaskettavan summa.” LC5 to-
teaa, etta¨ ma¨a¨ritelma¨nsa¨ perusteella integraalille voidaan laskea likiarvoja
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ala- ja yla¨summien avulla. Samalla todetaan, etta¨ on kuitenkin ka¨yta¨nno¨lli-
sempa¨a¨ ka¨ytta¨a¨ va¨lisummaa
n∑
k=1
f(tk)∆x,
silla¨ se on kussakin jaossa arvoltaa ala- ja yla¨summan va¨lissa¨, ja kun na¨ma¨
la¨hestyva¨t rajatta ma¨a¨ra¨ttya¨ integraalia, myo¨s va¨lisumma la¨hestyy sita¨. LC5
totaa viela¨: ”Jos f on va¨lilla¨ [a, b] jatkuva ja ei-negatiivinen, ma¨a¨ra¨tty inte-
graali ∫ b
a
f(x) dx
voidaan tulkita pinta-alaksi aikaisemmin esitetylla¨ tavalla.”
LC5 antaa ma¨a¨ra¨tyn integraalin ominaisuudet (a), (b) ja (h) (Lause
3.3.14), joista vakiotekija¨n siirtosa¨a¨nto¨ todistetaan va¨lisummien avulla ja
kohdalle (h) esiteta¨a¨n geometrinen havainnollistus, kun a < c < b. Samalla
annetaan myo¨s ma¨a¨ritelma¨t∫ b
a
f(x) dx = −
∫ a
b
f(x) dx ja
∫ a
a
f(x) dx = 0.
Analyysin peruslausetta LC5 la¨hestyy ma¨a¨rittelema¨lla¨ kertyma¨funktion:
”Oletetaan, etta¨ funktio f on jatkuva va¨lilla¨ [a, b]. Se on silloin integroituva
ta¨lla¨ va¨lilla¨ ja milla¨ tahansa sen osava¨lilla¨. Valitaan muuttujaksi ma¨a¨ra¨tyn
integraalin yla¨raja va¨lilta¨ a ≤ x ≤ b, jolloin muodostuu kertyma¨funktioksi
sanottu funktio
A(x) =
∫ x
a
f(t) dt.”
LC5 johtaa funktion A derivaatan geometriseen havintoon perustuen ei-
negatiivisen funktion f tapauksessa, mutta toteaa sitten, etta¨ sama tulos
voidaan johtaa ta¨ysin analyyttisesti ilman geometrista havaintoa ja oletusta
funktion f ei-negatiivisuudesta va¨lillla¨ [a, b]. Ta¨llo¨in saadaan: Jos funktio f
on jatkuva va¨lilla¨ [a, b], on kaikilla va¨lin arvoilla x voimassa
D
∫ x
a
f(t) dt = f(x).
Lukion Calculus toteaa, etta¨ saadun tuloksen mukaan funktio A on funktion
f integraalifunktio. Ta¨ma¨n todetaan osoittavan oikeaksi aikaisemmin esite-
tyn lauseen: jokaisella jatkuvalla funktiolla on integraalifunktio. On huomat-
tava, etta¨ MT10 ei ta¨ta¨ havaintoa tehnyt, vaikka esittelikin kertyma¨funktion
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ja sen derivaatan. LC5 toteaa: ”Kun integraalifunktion A alarajalle a an-
netaan eri arvoja, saadaan eri integraalifunktioita. Ellei haluta ilmoittaa,
mika¨ niista¨ on kysymyksessa¨, ja¨teta¨a¨n alaraja pois. Kun lyhyyden vuoksi
ja¨teta¨a¨n myo¨s yla¨rajana oleva muuttuja merkitsema¨tta¨, saadaan aikaisem-
min ka¨ytto¨o¨n otettu integraalifunktion eli ma¨a¨ra¨a¨ma¨tto¨ma¨n integraalin mer-
kinta¨ ∫
f(x) dx.”
Nyt LC5 todistaa Analyysin peruslauseen jatkuvalle funktiolle ja ottaa sa-
malla ka¨ytto¨o¨n sijoitusmerkinna¨n.
Pitka¨ matematiikka pa¨a¨tyy johdantoesimerkin ja¨lkeen ma¨a¨rittelema¨a¨n
pinta-alafunktion: ”Oletetaan, etta¨ funktio f on va¨lilla¨ [a, b] jatkuva ja epa¨-
negatiivinen. Funktion f kuvaaja ja x-akseli rajaavat jokaisella va¨lilla¨ [a, x],
missa¨ a ≤ x ≤ b, alueen. Merkita¨a¨n alueen pinta-alaa A(x). Funktio A(x) on
funktioon f va¨lilla¨ [a, b] liittyva¨ pinta-alafunktio.” Pinta-alafunktion ka¨site
on siis erikoistapaus Matematiikan taidon ja Lukion Calculuksen ma¨a¨ritte-
lema¨sta¨ kertyma¨funktiosta. PM10 toteaa, etta¨ edella¨ ja jatkossa ka¨yteta¨a¨n
hyva¨ksi tavallista geometrista mielikuvaa pinta-alasta ilman, etta¨ pyrita¨a¨n
ma¨a¨rittelema¨a¨n, mita¨ pinta-ala tarkoittaa. Kirja toteaa myo¨s, etta¨ pinta-
alan ma¨a¨rittelemista¨ pohditaan tarkemmin kirjan lopussa, luvussa Integraa-
lilaskennan teoriaa. PM10 osoittaa erikoistapauksessa kasvavalle funktiolle
f , etta¨ pinta-alafunktio A(x) on va¨lilla¨ [a, b] funktion f(x) integraalifunk-
tio. Tosin erotusosama¨a¨ra¨lle tutkitaan vain oikeanpuoleista raja-arvoa ja to-
distuksen ta¨ydenta¨minen ja¨teta¨a¨n harjoitustehta¨va¨ksi. Yleisena¨ huomiona
todettakoon, etta¨ muut kirjasarjat tuntuvat ka¨ytta¨va¨n melko va¨ha¨n mah-
dollisuutta ja¨tta¨a¨ todistuksia tai niiden osia harjoitustehta¨viksi. Pitka¨ ma-
tematiikka na¨ytta¨isi kuitenkin ilahduttavasti ka¨ytta¨va¨n ta¨ta¨ mahdollisuutta
hyva¨ksi. Tosin saivarrellakin voi: PM10 olettaa todistuksessa, etta¨ piste x0
on jokin kohta va¨lilla¨ [a, b]. Hieman ta¨ma¨n ja¨lkeen: ”Tutkitaan muuttujan x
arvoja, jotka ovat suurempia kuin x0.” Enta¨, jos x0 = b?
Edelleen johdantoesimerkin kautta ja yleista¨ma¨lla¨ esimerkissa¨ saatuja ha-
vaintoja PM10 pa¨a¨tyy pinta-alalauseeseen: ”Oletetaan, etta¨ funktio f on
va¨lilla¨ [a, b] jatkuva ja epa¨negatiivinen. Ta¨llo¨in funktion f kuvaaajan ja x-
akselin va¨lilla¨ [a, b] rajaaman alueen pinta-ala on A = F (b) − F (a), missa¨
funktio F on funktion f (mika¨ tahansa) integraalifunktio.
Seuraavassa luvussa Pitka¨ matematiikka toteaa, etta¨ erotuksen F (b) −
F (a) avulla voidaan laskea muitakin pinta-aloja ja etta¨ silla¨ on muutakin
ka¨ytto¨a¨ kuin pinta-alojen laskeminen. Niinpa¨ PM10 antaa ma¨a¨ra¨tyn inte-
graalin ma¨a¨ritelma¨n: ”Oletetaan, etta¨ funktio f on ma¨a¨ritelty ja jatkuva jol-
lakin va¨lilla¨, joka sisa¨lta¨a¨ luvut a ja b. Olkoon F funktion f (mika¨ tahansa)
integraalifunktio. Erotus F (b)−F (a) on funktion f ma¨a¨ra¨tty integraali a:sta
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b:hen. Funktion f ma¨a¨ra¨tty integraali a:sta b:hen merkita¨a¨n∫ b
a
f(x) dx.
Luku a on ma¨a¨ra¨tyn integraalin alaraja ja luku b yla¨raja.” PM10 huo-
mauttaa heti, etta¨ ma¨a¨ritelma¨ssa¨ ei tehda¨ mita¨a¨n oletusta rajojen a ja b
suuruusja¨rjestyksesta¨. Harjoitustehta¨va¨ksi ja¨teta¨a¨n sen osoittaminen, etta¨
ma¨a¨ra¨tyn integraalin arvo ei riipu integraalifunktion valinnasta. PM10 ottaa
samalla myo¨s sijoitusmerkinna¨n ka¨ytto¨o¨n.
Pitka¨ matematiikka ja Laudatur siis ma¨a¨ritteleva¨t ma¨a¨ra¨ra¨tyn integraalin
ka¨sitteen samalla tavalla. Pitka¨ matematiikka antaa ma¨a¨ritelma¨n kuitenkin
selkea¨mmin strukturoituna. Itse asiassa, kuten aiemmin jo todettiin, Lauda-
tur ja¨tta¨a¨ mainitsematta funktion f jatkuvuus-oletuksen kokonaan. PM10
tarjoaa myo¨s nopeammin eteneville tai asiasta kiinnostuneille opiskelijoil-
le mahdollisuuden syventa¨a¨ tietouttaan integraalilaskennasta luvussa Inte-
graalilaskennan teoriaa. Ta¨llaista mahdollisuutta Laudaturissa ei ole. Inte-
graalilaskennan teoriaa luvussa PM10 aluksi ta¨smenta¨a¨ funktion kuvaajan
ja x-akselin rajaaman alueen pinta-alan ja ma¨a¨ra¨tyn integraalin va¨lista¨ yh-
teytta¨. PM10 toteaa, etta¨ kirjassa ma¨a¨ra¨ttyyn integraaliin pa¨a¨dyttiin niin,
etta¨ oletettiin pinta-alan olevan olemassa ja pinta-alafunktion derivaatan
avulla johdettiin pinta-alan laskumenetelma¨ ma¨a¨ra¨ttyna¨ integraalina. Pinta-
alafunktion derivaattaa koskevan lauseen ta¨ydellinen todistus vaatii kuiten-
kin ta¨sma¨llista¨ pinta-alan ma¨a¨ritelma¨a¨. Niinpa¨ PM10 pa¨a¨tta¨a¨ edeta¨ nyt toi-
sessa ja¨rjestyksessa¨: ”Ma¨a¨ritella¨a¨n ensin ma¨a¨ra¨tty integraali ja sen erikois-
tapauksena pinta-ala.” PM10 tutkii funktiota f va¨lilla¨ [a, b] ja jakaa kysei-
sen va¨lin keskena¨a¨n yhta¨ pitkiin osava¨leihin. Todetaan, etta¨ jos jakova¨lien
lukuma¨a¨ra¨ on n, niiden pituus on (b − a)/n. PM10 merkitsee jokaisella ja-
kova¨lilla¨ pieninta¨ arvoa, jonka funktio f saa ta¨lla¨ va¨lilla¨ merkinna¨lla¨ mi ja
vastaavasti funktion f suurinta arvoa kyseisella¨ va¨lilla¨ merkinna¨lla¨ Mi (Milla¨
perusteella pienin ja suurin arvo ovat olemassa? Eiha¨n funktiolle f asetettu
viela¨ mita¨a¨n vaatimuksia?). Jaon ka¨sitetta¨ PM10 ei myo¨ska¨a¨n sen tarkem-
min ma¨a¨rittele. ”Summa
sn(f) = m1 · b− a
n
+m2 · b− a
n
+ . . .+mn · b− a
n
on jakoon liittyva¨ alasumma, ja summa
Sn(f) = M1 · b− a
n
+M2 · b− a
n
+ . . .+Mn · b− a
n
on jakoon liittyva¨ yla¨summa. Jos funktio f on va¨lilla¨ [a, b] epa¨negatiivinen,
alasummaa sn(f) voidaan havainnollistaa kuvaajan ja x-akselin va¨lissa¨ olevan
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pylva¨iko¨n pinta-alana. Vastaavasti yla¨summaa Sn(f) voidaan havainnollis-
taa kuvaajan ja x-akselin va¨lista¨ aluetta ulkopuolelta myo¨ta¨ileva¨n pylva¨iko¨n
pinta-alana.” Nyt PM10 ma¨a¨rittelee ma¨a¨ra¨tyn integraalin ala- ja yla¨summien
avulla: ”Jos on olemassa sellainen luku I, etta¨ va¨lin [a, b] jakova¨lien lu-
kuma¨a¨ra¨n n suuretessa seka¨ alasummat sn(f) etta¨ yla¨summat Sn(f) la¨hes-
tyva¨t rajatta lukua I, niin lukua I sanotaan funktion f ma¨a¨ra¨tyksi inte-
graaliksi a:sta b:hen.” Lisa¨tietona PM10 mainitsee, etta¨ jos ma¨a¨ra¨tty inte-
graali on olemassa, sanotaan, etta¨ funktio f on integroituva. PM10 kertoo
myo¨s, etta¨ edella¨ saatu ma¨a¨ra¨tty integraali on niin sanottu Riemannin in-
tegraali ja etta¨ on olemassa myo¨s muita integraalin ka¨sitteita¨ ja funktion
integroituvuus saattaa riippua siita¨, mita¨ ma¨a¨ra¨ttya¨ integraalia ka¨yteta¨a¨n.
Edelleenka¨a¨n funktiolle f ei aseteta mita¨a¨n vaatimuksia.
Nyt PM10 ma¨a¨rittelee pinta-alan ma¨a¨ra¨ttyna¨ integraalina: ”Jos funk-
tio f on va¨lilla¨ [a, b] epa¨negatiivinen ja funktion f ma¨a¨ra¨tty integraali a:sta
b:hen on olemassa, niin ma¨a¨ra¨ttya¨ integraalia kutsutaan funktion f kuvaajan
ja x-akselin va¨lilla¨ [a, b] rajaaman alueen pinta-alaksi.” PM10 toteaa, etta¨
voidaan osoittaa, etta¨ jos funktio f on jatkuva, niin kuvaajan ja x-akselin
va¨linen pinta-ala on olemassa. Myo¨s epa¨jatkuvan funktion kuvaajan voidaan
todeta rajaavan x-akselin kanssa pinta-alan. ”Kaikkien funktioiden kuvaa-
jat eiva¨t kuitenkaan rajaa pinta-alaa.” PM10 antaa myo¨s Analyysin perus-
lauseen seuraavalla tavalla muotoiltuna: ”Jos funktio f on va¨lilla¨ [a, b] jatku-
va ja I(x) on funktion f ma¨a¨ra¨tty integraali a:sta x:a¨a¨n, niin I ′(x) = f(x)
kaikilla va¨lilla¨ [a, b] olevilla muuttujan x arvoilla.”
PM10 esittelee myo¨s kappaleen tilavuuden ma¨a¨ritelma¨n ma¨a¨ra¨tyn in-
tegraalin avulla seka¨ historiallista na¨ko¨kulmaa ma¨a¨ra¨ttyyn integraaliin. Sa-
malla tulee selva¨ksi integraalimerkin ja merkinna¨n dx alkupera¨inen merkitys.
PM10 esittelee differentiaalin ka¨sitteen ja esimerkissa¨ johtaa jatkuvasti deri-
voituvan funktion ka¨yra¨n kaaren pituuden differentiaalien avulla. Riemannin
summista PM10 ei mainitse mita¨a¨n.
Palataan viela¨ varsinaiseen kurssimateriaaliin. Ma¨a¨ra¨tyn integraalin ma¨a¨-
ritelma¨n ja¨lkeen PM10 osoittaa, etta¨ funktioiden summan ma¨a¨ra¨tty integraa-
li on yhteenlaskettavien funktioiden ma¨a¨ra¨ttyjen integraalien summa. Sen si-
jaan vakiokerrointa koskevan siirtosa¨a¨nno¨n todistamisen PM10 ja¨tta¨a¨ har-
joitustehta¨va¨ksi. PM10 todistaa myo¨s Lauseen 3.3.14 (h) kohdan ja integroi-
misrajojen vaihtoa seka¨ integraalia, jonka ala- ja yla¨rajat ovat yhta¨ suuret,
koskevat sa¨a¨nno¨t. On huomattava, etta¨ Luvussa 3 seka¨ kirjoissa MT10 ja
LC5 kaksi viimeista¨ sa¨a¨nto¨a¨ saatiin ma¨a¨ritelmina¨, silla¨ ma¨a¨ra¨tty integraa-
li ma¨a¨riteltiin aluksi vain va¨lilla¨ [a, b], kun luvuille a ja b on voimassa ehto
a < b.
Myo¨s Pyramidi la¨hestyy ma¨a¨ra¨tyn integraalin ka¨sitetta¨ johdantoesimer-
kin avulla arvioimalla eri tavoin x-akselin ja paraabelin y = 1− x2 rajoitta-
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man alueen pinta-alaa A tavoitteenaan saada yha¨ tarkempia arvioita kysei-
selle pinta-alalle. Aluksi alueen alaa arvioidaan tasakylkisen kolmion avul-
la, sitten yhdella¨ suurella suorakulmiolla, jonka ja¨lkeen viela¨ puoliympyra¨lla¨.
Lopuksi todetaan, etta¨ pinta-alalle saadaan hyvia¨ likiarvoja suorakulmioiden
avulla, kunhan niita¨ ka¨yteta¨a¨n riitta¨va¨sti. Seuraavassa kappaleessa Py10 tar-
kastelee va¨lilla¨ [a, b] jatkuvan ja positiivisen funktion f ka¨yra¨n y = f(x), x-
akselin seka¨ suorien x = a ja x = b rajoittaman alueen pinta-alaa A. Py10
toteaa, etta¨ kuten edella¨ huomattiin, pinta-alaa voidaan arvioida monin eri
tavoin. Olisi kuitenkin lo¨ydetta¨va¨ menetelma¨, joka on ensinna¨kin riitta¨va¨n
yleinen, jotta arviota voidaan tarkentaa mielivaltaisen tarkaksi (”Esimerkik-
si ympyra¨n avulla arviointia on vaikea yleista¨a¨.”), mutta toisaalta kuitenkin
riitta¨va¨n yksinkertainen, jotta arviot ovat helposti laskettavia ja menetelma¨a¨
on helppo analysoida. Suorakulmioiden ka¨yto¨n todetaan soveltuvan ta¨ha¨n
tarkoitukseen mainiosti.
Siispa¨ Pyramidi jakaa nyt va¨lin [a, b] tasava¨lisesti n:a¨a¨n yhta¨ pitka¨a¨n
osava¨liin. Kullekin osava¨lille piirreta¨a¨n suorakulmio, jonka korkeudeksi va-
litaan jokin funktion arvo kyseisella¨ osava¨lilla¨. ”Saadaan pylva¨skuvio jonka
suorakulmioiden alojen summa antaa arvion tutkittavan alueen pinta-alalle
A. Ta¨ta¨ suorakulmioiden alojen summaa kutsutaan va¨lisummaksi eli Rie-
mannin summaksi. Va¨lisummaa merkita¨a¨n
Sf (x1, x2, . . . , xn),
jossa x1, x2, . . . , xn ovat osava¨lien pisteet, joissa suorakulmioiden korkeudet
f(x1), f(x2), . . . , f(xn) on laskettu.”
Py10 toteaa, etta¨ va¨lisumman avulla laskettu pinta-alan arvio riippuu
osava¨lien lukuma¨a¨ra¨sta¨ ja siita¨, missa¨ kohdissa funktion arvot on laskettu.
Lisa¨ksi kirja huomauttaa, etta¨ yleensa¨ arvio on sita¨ tarkempi, mita¨ suu-
rempi osava¨lien lukuma¨a¨ra¨ on. Seuraavaksi Pyramidi yleista¨a¨ va¨lisumman
ma¨a¨ritelma¨a¨ tapaukseen, jossa funktio f ei va¨ltta¨ma¨tta¨ ole jatkuva eika¨
positiivinen. Huomautuksena todetaan: ”Jos f(x) ≤ 0, va¨lilla¨ [a, b], niin
va¨lisumma on aina negatiivinen tai nolla, silla¨ funktion arvot f(xi) ≤ 0 ja
osava¨lien pituudet ∆x = ((b − a)/n) > 0, koska a < b. Ta¨llo¨in va¨lisumman
vastaluku on arvio funktion f ja x-akselin va¨lisen alueen pinta-alalle va¨lilla¨
[a, b].” Ala- ja yla¨summan ka¨sitteisiin Pyramidi pa¨a¨tyy va¨lisumman erikois-
tapauksena: ”Olkoon funktio f jatkuva suljetulla va¨lilla¨ [a, b] ja osava¨lien lu-
kuma¨a¨ra¨ n. Ta¨llo¨in pieninta¨ va¨lisummaa sanotaan alasummaksi (sn) ja suu-
rinta va¨lisummaa yla¨summaksi (Sn).” Pyramidi ei ota kantaa ka¨yra¨n kaa-
ren alle ja¨a¨va¨n pinta-alan olemassaoloon tai spekuloi silla¨, mita¨ pinta-alalla
ta¨llo¨in tarkoitetaan.
Seuraavassa alaluvussa Pyramidi esitta¨a¨ ma¨a¨ra¨tyn integraalin ma¨a¨ritel-
ma¨n: ”Olkoon funktio f ma¨a¨ritelty suljetulla va¨lilla¨ [a, b]. Jos va¨lisumman
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raja-arvo
lim
n→∞
Sf (x1, x2, . . . , xn) = lim
n→∞
n∑
i=1
f(xi)∆x
on olemassa, valittiinpa va¨lisummat
Vn = Sf (x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1
f(xi)∆x
miten tahansa, niin funktio f on integroituva va¨lilla¨ [a, b]. Ta¨ma¨ raja-arvo
on funktion f ma¨a¨ra¨tty integraali kohdasta a kohtaan b, ja sita¨ merkita¨a¨n∫ b
a
f(x) dx.
Siis ∫ b
a
f(x) dx = lim
n→∞
n∑
i=1
f(xi)∆x.”
Pyramidi antaa siis ma¨a¨ra¨tyn integraalin ma¨a¨ritelma¨n oppikirjasarjoista ylei-
simma¨ssa¨ tapauksessa. Kaikki muut kirjasarjat olettavat, varsinaisessa kurs-
simateriaalissaan, tarkasteltavan funktion jatkuvaksi. Itse asiassa Pyramidi ei
oleta funktiota f edes rajoitetuksi. Ka¨yta¨nno¨ssa¨ kuitenkin funktion integroi-
tuvuus edellytta¨a¨ sita¨, etta¨ se on rajoitettu tarkasteltavalla va¨lilla¨. Kaikki
oppikirjasarjat tarkastelevat ma¨a¨ra¨tyn integraalin yhteydessa¨ kuitenkin ta-
sava¨lista¨ jakoa, joten Luvussa 3 esitetty ma¨a¨ritelma¨ on yleisempi. Py10 huo-
mauttaa, etta¨ jatkuva funktio on integroituva, mutta sivuuttaa todistuksen.
Kirja toteaa, etta¨ koska ma¨a¨ra¨tty integraali on va¨lisumman raja-arvo, niin
saadaan lause: ”Olkoon funktio f jatkuva ja a < b. Ta¨llo¨in∫ b
a
f(x) dx = A, kun f(x) ≥ 0
kaikilla x ∈ [a, b] ∫ b
a
f(x) dx = −A, kun f(x) ≤ 0
kaikilla x ∈ [a, b].” Edella¨ A on funktion f kuvaajan ja x-akselin va¨lisen
alueen pinta-ala va¨lilla¨ [a, b].
Seuraavaksi Pyramidi ka¨sittelee ma¨a¨ra¨tyn integraalin ominaisuuksia en-
nen Analyysin peruslausetta. Myo¨s Lukion Calculus eteni ta¨ssa¨ ja¨rjestykses-
sa¨. Sen sijaan Matematiikan taito tutki ensin ma¨a¨ra¨tyn integraalin ja inte-
graalifunktion va¨lista¨ yhteytta¨. Koska myo¨s Pyramidi on ka¨sitellyt ta¨ha¨n asti
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vain tapausta a < b, joutuu se antamaan seuraavat sa¨a¨nno¨t ma¨a¨ritelmina¨:∫ a
a
f(x) dx = 0 ja
∫ b
a
f(x) dx = −
∫ a
b
f(x) dx, kun a > b.
Na¨iden ja¨lkeen Py10 esittelee samoja ma¨a¨ra¨tyn integraalin ominaisuuksia
kuin muut kirjat, mutta jostain syysta¨ kirja on ja¨lleen halunnut ottaa mu-
kaan myo¨s erotuksen integraalin omana sa¨a¨nto¨na¨a¨n. Kirja antaa myo¨s pa-
ritonta ja parillista funktiota koskevat sa¨a¨nno¨t ja todistaa sa¨a¨nno¨n parit-
tomalle funktiolle f siina¨ tapauksessa, etta¨ f(x) ≥ 0, kun x ≥ 0. Muita
ominaisuuksia ei todisteta.
Pyramidi antaa viela¨ Analyysin peruslauseen, mutta ei johda sita¨ mi-
tenka¨a¨n, vaan toteaa vain, etta¨ jatkuvan funktion ma¨a¨ra¨tty integraali voi-
daan yleisessa¨ tapauksessa ma¨a¨ritta¨a¨ Analyysin peruslausetta apuna ka¨yt-
ta¨en. Samalla otetaan ka¨ytto¨o¨n myo¨s sijoitusmerkinta¨.
Myo¨s Pyramidi tarjoaa kirjan loppupuolella lisa¨tietoa kiinnostuneille.
Na¨illa¨ sivuilla Py10 osoittaa ensin ma¨a¨ra¨tyn integraalin summaa koskevan
laskusa¨a¨nno¨n toteen va¨lisummien avulla. Sitten annetaan esimerkki, joka
osoittaa, etta¨ kaikki funktiot eiva¨t ole integroituvia. Seuraavaksi Pyramidi
todistaa Lauseen 3.4.3 (funktiosta f oletetaan, etta¨ se on avoimella va¨lilla¨
I ma¨a¨ritelty jatkuva funktio), jonka ja¨lkeen esiteta¨a¨n Analyysin peruslause
todistuksineen. Lopuksi Py10 todistaa viela¨ pyo¨ra¨hdyskappaleen tilavuuden
laskukaavan ja kertoo hieman, kuinka differentiaali- ja integraalilaskentaa so-
velletaan mekaniikassa. Osittaisintegroinnista, sijoitusmenettelysta¨, numee-
risesta integroinnista tai epa¨oleellisista integraaleista myo¨ska¨a¨n Pyramidi ei
mainitse mita¨a¨n, joten Matematiikan taito on ainoa kirjasarja, joka ka¨sittelee
na¨ita¨ aiheita kurssin Integraalilaskenta oppikirjassa.
Todettakoon viela¨ kirjojen ka¨sittelemista¨ sovelluksista, etta¨ kaikki kirja-
sarjat olettavat funktion ka¨yra¨n ja x-akselin va¨lisen alueen pinta-alan kaa-
voissaan tarkasteltavan funktion jatkuvaksi, vaikka Pyramidilla olisi ollut
mahdollisuus tarkastella yleisenpa¨a¨kin tapausta. MT10, LC5 ja Py10 esit-
televa¨t, kuinka pinta-ala voidaan tulkita ”a¨a¨retto¨ma¨n monen a¨a¨retto¨ma¨n
pienen pinta-alkion” dA = f(x) dx summana. Kaikki kirjat antavat kahden
ka¨yra¨n va¨liin ja¨a¨va¨n alueen pinta-alan laskukaavan. Kirjasarjat ka¨sitteleva¨t
myo¨s ka¨yra¨n ja y-akselin rajaaman alueen pinta-alan ma¨a¨ritta¨mista¨, jolloin
integroimismuuttujana on y. Matematiikan taito johtaa pyo¨ra¨hdyskappaleen
tilavuuden kaavan ”tilavuusalkioiden summana” eli differentiaalien avulla.
MT10 johtaa myo¨s yleisen kappaleen tilavuuden lauseen, mutta merkitsee
ka¨sitteleva¨a¨ teoriaa ta¨hdella¨. Pyramidi etenee vastaavalla tavalla. Laudatur
antaa pyo¨ra¨hdyskappaleen tilavuuden kaavan todeten, etta¨ perusteluihin pa-
lataan kurssissa 13. Kirja antaa myo¨s yleisen kappaleen tilavuuden lauseen.
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Lukion Calculus johtaa ensin tilavuusalkioiden avulla yleisen kappaleen ti-
lavuuden kaavan, josta erikoistapauksena saadaan pyo¨ra¨hdyskappaleen tila-
vuus. PM10 antaa yleisen kappaleen tilavuuden kaavan ja toteaa, etta¨ me-
netelma¨a¨ perustellaan ta¨sma¨llisemmin luvussa Integraalilaskennan teoriaa.
Pyo¨ra¨hdyskappaleen tilavuuden laskukaava johdetaan edella¨ saadusta kaa-
vasta. LC5 mainitsee, etta¨ tarkasteltavan pinta-alafunktion tulee olla jatku-
va. MT10, Py10 ja La10 eiva¨t huomaa kertoa ta¨sta¨ mita¨a¨n. PM10 puoles-
taan olettaa pinnan ”riitta¨va¨n sa¨a¨nno¨lliseksi”. MT10, La10, LC5 ja PM10
ka¨sitteleva¨t viela¨ integraalilaskennan sovelluksia, pa¨a¨osin fysiikkaan (esimer-
kiksi matka, nopeus, kiihtyvyys, tyo¨ ja niin edelleen).
Yhteenvetona voidaan todeta, etta¨ kaikki oppikirjasarjat vastaavat lu-
kion opetussuunnitelman perusteissa kurssille Integraalilaskenta asetettuihin
oppimistavoitteisiin ja keskeisiin sisa¨lto¨ihin. Opetussuunnitelman perusteet
ovat kuitenkin hyvin ”va¨lja¨t”, joten oppikirjoista lo¨ytyy myo¨s eroavaisuuksia.
Suurin ero on ehka¨ havaittavissa ma¨a¨ra¨tyn integraalin ma¨a¨ritelma¨n yhtey-
dessa¨, kun Laudatur ja Pitka¨ matematiikka eiva¨t kerro Riemannin summis-
ta tai ala- ja yla¨summista varsinaisen kurssimateriaalin yhteydessa¨ yhta¨a¨n
mita¨a¨n. La10 ei tarjoa edes lisa¨tietona syvempa¨a¨ informaatiota ma¨a¨ra¨tysta¨
integraalista. Toisaalta Pitka¨ matematiikka antaa yleisimma¨n ma¨a¨ritelma¨n
integraalifunktiolle. MT10 ma¨a¨rittelee ma¨a¨ra¨tyn integraalin jatkuvalle funk-
tiolle Riemannin summien avulla. Py10 ka¨ytta¨a¨ myo¨s Riemannin summia
ma¨a¨ra¨tyn integraalin ma¨a¨ritelma¨n yhteydessa¨, mutta ei rajoitu kuitenkaan
jatkuviin funktioihin. LC5 puolestaan ma¨a¨rittelee ma¨a¨ra¨tyn integraalin ala-
ja yla¨summien avulla jatkuville funktioille.
Opetussuunnitelman perusteet sisa¨lta¨va¨t lisa¨tiedon esitta¨misen mahdolli-
suuden: ”Kurssikuvausten va¨ljyytta¨ voidaan ka¨ytta¨a¨ resurssien salliessa kes-
keisten sisa¨lto¨jen syventa¨miseen ja eheytta¨vien kokonaisuuksien muodosta-
miseen.” Ta¨ta¨ mahdollisuutta Matematiikan taito hyo¨dynta¨a¨ eniten. Voidaan
tietysti spekuloida, onko kirjassa mukana lisa¨informaatiota jo liiankin kanssa.
Matematiikan taidon ja Pyramidin ka¨ytta¨ma¨ notaatio on la¨hinpa¨na¨ Luvun
3 merkinto¨ja¨. Muut kirjasarjat kielenta¨va¨t matematiikka paljon enemma¨n,
joista Laudatur ja Pitka¨ matematiikka ehka¨ eniten. Matematiikan taito nou-
dattaa matematiikan kirjoittamiselle asetettuja standardeja parhaiten, Lau-
datur puolestaan ottaa vapauden luistaa na¨ista¨ periaatteista oikein kunnolla,
mika¨ tekee tekstista¨ la¨hinna¨ taulutyo¨skentelyn omaista.
4.2.2 Numeerisia ja algebrallisia menetelmia¨
Siirryta¨a¨n sitten tarkastelemaan kirjoja MT12, La12, LC7, PM12 ja Py12.
Aloitetaan ja¨lleen Matematiikan taidosta.
Matematiikan taito tekee alkuun havainnon, etta¨ porrassummia eli Rie-
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mannin summia ka¨ytta¨ma¨lla¨ saadaan ma¨a¨ra¨tylle integraalille laskettua li-
kiarvoja. Ta¨ma¨n ja¨lkeen MT12 tutustuttaa lukijan puolisuunnikassa¨a¨nto¨o¨n
Luvun 3 tavalla. Puolisuunnikassa¨a¨nno¨lle annetaan myo¨s virheen kaava, mut-
ta kirja unohtaa mainita, etta¨ tarkasteltavan funktion on oltava kaksi kertaa
jatkuvasti derivoituva. Vastaavasti MT12 esittelee Simpsonin kaavan ja sen
virheen, mutta ei kerro, etta¨ ja¨lleen tarkasteltavan funktion tulisi virhetta¨
arvioitaessa olla jatkuvasti derivoituva, ta¨lla¨ kertaa nelja¨sti. Kirja esittelee
myo¨s, kuinka laskimeen voidaan ohjelmoida edella¨ saadut sa¨a¨nno¨t ja las-
kea na¨in likiarvoja integraaleille. Lopuksi ka¨sitella¨a¨n viela¨ sovelluksia, kuten
ka¨yra¨n kaaren pituuden ma¨a¨ritta¨mista¨ numeerisella integroinnilla.
Laudatur aloittaa huomiolla, etta¨ kun tutkitaan ka¨yra¨n alle ja¨a¨va¨n alu-
een pinta-alaa, niin aina ei va¨ltta¨ma¨tta¨ tunneta aluetta rajoittavan ka¨yra¨n
lauseketta. Na¨in ka¨y esimerkiksi, jos alueen rajat on saatu mittaustuloksina.
”On myo¨s funktioita, joille ei pysty ma¨a¨ritta¨ma¨a¨n ma¨a¨ra¨ttya¨ integraalia.”
Numeerisista integrointimenetelmista¨ aloitetaan monikulmiomenetelma¨l-
la¨: ”Lasketaan yksikko¨ympyra¨n pinta-alalle arvio sisa¨a¨n (ympyra¨n ulkopuo-
lelle) piirretyn n-monikulmion avulla.” La12 toteaa, etta¨ tarkkuutta voidaan
kasvattaa kasvattamalla n:n arvoa.
Seuraavaksi saadaan suorakulmiosa¨a¨nto¨: ”Ka¨yra¨n ja koordinaattiakselin
rajoittaman alueen pinta-alan likiarvon voi laskea jakamalla alue suorakul-
mioihin.” Kirja ka¨ytta¨a¨ tasava¨lista¨ jakoa. Kun piirreta¨a¨n suorakulmiot si-
ten, etta¨ suorakulmion korkeudeksi valitaan funktion suurin arvo kullakin
osava¨lilla¨, saadaan suorakulmioiden yhteispinta-ala summana, jota kirja kut-
suu yla¨summaksi. Vastaavasti alasumma saadaan, kun suorakulmion kor-
keudeksi valitaan funktion pienin arvo kullakin osava¨lilla¨. Laudatur toteaa:
”pinta-alan likiarvoa voi tarkentaa tihenta¨ma¨llla¨ jakoa.” Kirja tekee havain-
non: ”Suorakulmiosa¨a¨nno¨n avulla saatua pinta-alan arviota voidaan parantaa
valitsemalla kunkin osava¨lin keskipiste ja ka¨ytta¨ma¨lla¨ sita¨ vastaavaa funk-
tion arvoa suorakulmion korkeutena. Ta¨ta¨ laskutapaa kutsutaan keskipis-
tesa¨a¨nno¨ksi. Kirjassa ei kuitenkaan oteta ka¨ytto¨o¨n Riemannin summia.
Puolisuunnikassa¨a¨nto¨o¨n pa¨a¨dyta¨a¨n pinta-alatulkinnan kautta. Sa¨a¨nno¨lle
ei esiteta¨ virhekaavaa. Tosin Laudatur toteaa, etta¨ jakova¨lien ei tarvitse olla
yleisessa¨ tapauksessa yhta¨ pitkia¨.
Simpsonin sa¨a¨nno¨n kirja antaa suoraan toteamalla vain: ”Ka¨yra¨n rajoit-
taman alueen pinta-alalle saadaan puolisuunnikassa¨a¨nno¨lla¨ laskettua arvoa
parempi arvio, kun korvataan jakopisteiden va¨lisen ka¨yra¨n osuus paraabe-
lin kaarella. Ta¨ta¨ menetelma¨a¨ sanotaan Simpsonin sa¨a¨nno¨ksi.” Myo¨ska¨a¨n
Simpsonin sa¨a¨nno¨lle ei anneta virheen kaavaa.
Myo¨s Lukion Calculus pa¨a¨tyy pienen johdannon kautta suorakaidesa¨a¨n-
to¨o¨n (edella¨ suorakulmiosa¨a¨nto¨) ja keskipistesa¨a¨nto¨o¨n. LC7 esitta¨a¨ myo¨s
puolisuunnikassa¨a¨nno¨n ja Simpsonin sa¨a¨nno¨n. Kaikki edella¨ kuvatutut me-
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netelma¨t saadaan tutkimalla aluksi koko va¨lia¨ [a, b] ja pilkkomalla sita¨ sitten
osiin. Virheen kaavat kirja antaa harjoitustehta¨vissa¨.
Pitka¨ matematiikka la¨htee liikkeelle vastaavalla tavalla kuin Laudatur eli
toteamalla, etta¨ minka¨ tahansa tasokuvion pinta-ala voidaan likima¨a¨ra¨isesti
ma¨a¨ritta¨a¨ piirta¨ma¨lla¨ kuvion sisa¨a¨n mahdollisimman suuri monikulmio ja
vastaavasti ulkopuolelle mahdollisimman pieni, jolloin todellinen pinta-ala on
na¨iden monikulmioiden pinta-alojen va¨lissa¨. Ta¨ma¨n ja¨lkeen PM12 keskittyy
tilanteisiin, joissa kuviota rajoittavat funktion kuvaaja, x-akseli ja koordi-
naattiakselien suuntaiset suorat, jolloin sisa¨- ja ulkomonikulmiot muodos-
tetaan suorakulmioista. Esimerkin kautta PM12 pa¨a¨tyy ala- ja yla¨summan
ka¨sitteisiin. Samalla tehda¨a¨n havainto, etta¨ jakoa tihennetta¨essa¨ alasumma
suurenee ja yla¨summa pienenee. Va¨lilla¨ [a, b] jatkuvan epa¨negatiivisen funk-
tion kuvaajan tapauksessa todetaan, etta¨ voidaan osoittaa, etta¨ kun jakoa
tihenneta¨a¨n rajatta, niin ala- ja yla¨summat la¨heneva¨t samaa arvoa. Ta¨ma¨
raja-arvo on funktion kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-ala va¨lilla¨
[a, b]. PM12 toteaa, etta¨ funktion jatkuvuusoletus ei ole va¨ltta¨ma¨to¨n ehto
pinta-alan olemassaololle. Jatkossa kirja olettaa, etta¨ tarkasteltava funktio
on niin sa¨a¨nno¨llinen, etta¨ pinta-ala on olemassa.
Teoksessa todetaan, etta¨ edella¨ saatua menetelma¨a¨ pystyta¨a¨n muokkaa-
maan tehokkaammaksi korvaamalla yla¨- ja alasummien suorakulmiot parem-
min funktion kuvaajaan sopivalla kuviolla. Na¨in pa¨a¨dyta¨a¨n ensin keskipiste-
sa¨a¨nto¨o¨n. Viela¨ parempaan arviointiin pyrita¨a¨n korvaamalla funktion ku-
vaaja kullakin osava¨lilla¨ janalla, joka kulkee kuvaajan pa¨a¨tepisteiden kaut-
ta, jolloin saadaan puolisuunnikassa¨a¨nto¨. Todetaan kuitenkin, etta¨ puoli-
suunnikassa¨a¨nto¨ ei va¨ltta¨ma¨tta¨ aina ole parempi. Niinpa¨ pa¨a¨dyta¨a¨n Simpso-
nin sa¨a¨nto¨o¨n keskipistesa¨a¨nno¨n ja puolisuunnikassa¨a¨nno¨n avulla korvaamalla
pinta-alat keskipistesa¨a¨nno¨n ja puolisuunnikassa¨a¨nno¨n painotetulla keskiar-
volla siten, etta¨ puolisuunnikkaan pinta-ala saa painon 1/3 ja keskipiste-
menetelma¨n suorakulmio painon 2/3. PM12 on ainoa kirjoista, joka pa¨a¨tyy
Simpsonin sa¨a¨nto¨o¨n na¨in. Tosin kirja toteaa myo¨s, etta¨ integraalilaskennan
avulla voitaisiin osoittaa, etta¨ samaan tulokseen pa¨a¨sta¨a¨n korvaamalla funk-
tion kuvaaja kullakin osava¨lilla¨ paraabelin kaarella, joka kulkee kuvaajan
pa¨a¨tepisteiden ja keskipisteen kautta. Virheen kaavat esiintyva¨t harjoitus-
tehta¨vissa¨.
Seuraavassa luvussa Pitka¨ matematiikka pa¨a¨tyy ma¨a¨ra¨tyn integraalin ka¨-
sitteeseen tarkastelemalla va¨lilla¨ [a, b] ma¨a¨riteltya¨ jatkuvaa funktiota. Ma¨a¨-
ra¨tty integraali saadaan keskipistesa¨a¨nno¨n avulla raja-arvona, kun jakoa ti-
henneta¨a¨n rajatta. Riemannin summista kirja ei kuitenkaan puhu. Esimer-
kin kautta PM10 johtaa tuloksen: ”Derivoituvan funktion f kuvaajaka¨yra¨n
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pituus va¨lilla¨ [a, b] on funktion
√
1 + f ′(x)2 ma¨a¨ra¨tty integraali a:sta b:hen.
s =
∫ b
a
√
1 + f ′(x)2 dx”
Edella¨ siis PM10 ja¨tta¨a¨ mainitsematta, etta¨ funktio on oletettava jatkuvas-
ti derivoituvaksi. Myo¨ska¨a¨n MT12 ei ta¨ta¨ oletusta maininnut. Sama tulos
esiintyy myo¨s ainakin kirjassa Py12 harjoitustehta¨vien joukossa ja ja¨lleen
ilman oletusta derivaatan jatkuvuudesta.
Pyramidi ka¨sittelee numeerista integrointia vastaavalla tavalla kuin Lu-
kion Calculus. Tosin integraalilaskenta oletetaan tutuksi. Muutenkin teoriao-
suus na¨ytta¨isi ka¨sitteleva¨n teemaa kirjoista laajimmin. Notaatio on la¨hinpa¨-
na¨ Matematiikan taitoa. Py12 antaa virheen kaavat teoriaosuudessa.
Matematiikan taito ja Pyramidi olettavat selkea¨sti, etta¨ opiskelija on jo
suorittanut kurssin Integraalilaskenta. Muut kirjat on laadittu niin, etta¨ in-
tegraalilaskennan tuntemista ei va¨ltta¨ma¨tta¨ edellyteta¨. La12 on ainoa kir-
ja, josta ei lo¨ytynyt virheiden kaavoja. Muissa kirjoissa ne on enemma¨n tai
va¨hemma¨n korostettuna. Samalla usein todetaan, kuten PM12 seuraavas-
sa: ”Jos integroitava funktio on polynomifunktio, jonka asteluku on eninta¨a¨n
3, Simpsonin sa¨a¨nno¨lla¨ saadaan jakova¨lien ma¨a¨ra¨sta¨ riippumatta ma¨a¨ra¨tyn
integraalin tarkka arvo. Kirjat antavat myo¨s enemma¨n tai va¨hemma¨n oh-
jeita laskimen ja tietokoneen ka¨ytto¨a¨ varten. Kaikki kirjat vastaavat siis
opetussuunnitelman perusteissa esitettyihin oppimistavoitteisiin ja keskeisiin
sisa¨lto¨ihin.
4.2.3 Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi
Analysoidaan viela¨ kirjat MT13, La13, LC8, PM13 ja Py13. Differentiaalilas-
kennan syventa¨misen yhteydessa¨ Matematiikan taito todistaa Lemman 3.1.2
tuloksen Luvun 3 kanssa vastaavalla tavalla. MT13 nimea¨a¨ kyseisen lemman
Integraalilaskennan peruslauseeksi. MT13 esittelee sarjoja ka¨sitteleva¨n lu-
vun yhteydessa¨ ta¨hdella¨ merkityssa¨ alaluvussa myo¨s potenssisarjan ka¨sitteen:
”Potenssisarjan yleinen muoto on
∞∑
n=0
anx
n = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x
3 + . . . .”
Kirja antaa myo¨s lauseen, joka kertoo, etta¨ potenssisarjoja voidaan sup-
penemisva¨lilla¨ integroida ja derivoida (mielivaltaisen monesti) termeitta¨in.
Lauseen todistuksen todetaan kuitenkin kuuluvan lukion ulkopuolelle. Ei
analysoida ta¨ta¨ alalukua ta¨ma¨n enempa¨a¨, silla¨ potenssisarjoja ei ka¨sitelty
Luvussa 3.
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Varsinaisessa integraalilaskentaa ka¨sitteleva¨ssa¨ luvussa Matematiikan tai-
to kertaa aluksi integraalifunktion ja ma¨a¨ra¨tyn integraalin ka¨sitteet. Inte-
graalifunktio ma¨a¨ritella¨a¨n, kuten kirjassa MT10. Nyt Matematiikan taito
kuitenkin todistaa Lauseen 3.1.4 tuloksen.
Ma¨a¨ra¨tty integraali ma¨a¨ritella¨a¨n edelleen va¨lilla¨ [a, b] jatkuvalle funktiolle
f porrassummien eli Riemannin summien raja-arvona (mutta ei kuitenkaan
ta¨sma¨llisesti). Nyt ma¨a¨ritelma¨a¨ on yleistetty niin, etta¨ tarkastellaan va¨lin
[a, b] mielivaltaista jakoa: ”Sanomme, etta¨ jono
D = (x0, x1, . . . , xn−1, xn)
on va¨lin [a, b] jako, jos
x0 = a, xn = b ja x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn.”
Nyt siis Matematiikan taito ma¨a¨rittelee, mita¨ va¨lin [a, b] jaollaD tarkoitetaan
(Ta¨ta¨ ei kunnolla tehty kirjassa MT10.). Kun jakoa tihenneta¨a¨n rajattomasti,
niin se tehda¨a¨n niin, etta¨ kaikkien jakova¨lien pituudet la¨hestyva¨t nollaa (Jaon
D normin ka¨sitetta¨ ei siis esitella¨.).
Kertyma¨funktio ja sen derivaatta kerrataan. Kirja todistaa mielivaltai-
sen, va¨lilla¨ [a, b] jatkuvan funktion kertyma¨funktiolle K tuloksen: K ′ = f .
Kurssissa Integraalilaskenta todistus esitettiin vain ei-negatiiviselle jatkuvalle
funktiolle f . Analyysin peruslause kulkee kirjassa edelleen nimella¨ Ma¨a¨ra¨tyn
integraalin ja integraalifunktion yhteys.
MT13 kertaa osittaisintegroinnin ja sijoitusmenettelyn seka¨ rationaali-
funktion integroinnin, nyt na¨ita¨ ei merkita¨ ta¨hdella¨. Sijoitusmenetelma¨n yh-
teydessa¨ ovat oletukset ja¨lleen virheellisia¨, kuten kirjassa MT10.
Epa¨oleellisia integraaleja MT13 kutsuu epa¨olennaisiksi. Ma¨a¨ritelma¨t ovat
kuitenkin vastaavat kuin Luvussa 3, tosin MT13 tarkastelee jatkuvia funk-
tioita, jolloin ma¨a¨ra¨tty integraali on olemassa jokaisella funktion ma¨a¨rittely-
joukon suljetulla ja rajoitetulla osava¨lilla¨.
Kirja MT13 ka¨ytta¨a¨ huomattavasti enemma¨n mahdollisuutta ja¨tta¨a¨ to-
distustehta¨via¨ harjoitustehta¨viksi, kuin sarjan aiemmat versiot. Kirjan yh-
tena¨ tehta¨va¨na¨ on esimerkiksi osoittaa, etta¨ ma¨a¨ra¨tyn integraalin laskusa¨a¨n-
no¨t sa¨ilyva¨t epa¨olennaisille integraaleille. Epa¨olennaisia integraaleja ka¨yte-
ta¨a¨n muun muassa sarjojen suppenemisen tutkimiseen, jolloin saadaan Sar-
jan suppenemisen integraalitesti. Ei ka¨sitella¨ ta¨ta¨ aihetta kuitenkaan enem-
pa¨a¨, silla¨ sarjoja ei ka¨sitelty Luvussa 3. Lisa¨ksi kirja tarvitsee epa¨oleellisia
integraaleja ka¨sitellessa¨a¨n jatkuvia jakaumia.
Laudatur aloittaa kirjan La13 integraalilaskentaa koskevan osuuden lu-
vulla Analyysin peruslause. Kahden esimerkin kautta pa¨a¨dyta¨a¨n ala- ja yla¨-
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summan ka¨sitteisiin: ”summaa
sn =
n∑
i=1
f(xi)∆x,
missa¨ f(xi) on osava¨lin ∆x pienin arvo, sanotaan alasummaksi ja summaa
Sn =
n∑
i=1
f(xi)∆x,
missa¨ f(xi) on osava¨lin ∆x suurin arvo, sanotaan yla¨summaksi. Jos ala-
ja yla¨summan raja-arvot, kun i → ∞, ovat olemassa ja ovat yhta¨ suuret
kyseista¨ raja-arvoa sanotaan ma¨a¨ra¨tyksi integraaliksi. Ma¨a¨ra¨tty integraali
ma¨a¨ritella¨a¨n siis pinta-alana.” Eiko¨ pinta-alaa ma¨a¨ritella¨ka¨a¨n ma¨a¨ra¨tyn in-
tegraalin avulla? Mita¨, jos tarkasteltava funktio saa myo¨s negatiivisia arvoja?
Mika¨ on funktion ma¨a¨rittelyjoukko? Annetaanko funktiolle jotain oletuksia?
Mahtaakohan kirjan tarkoituksena olla haastaa lukijansa pohtimaan edel-
la¨ esitettyja¨ kysymyksia¨? Kuitenkin ta¨sma¨llisempa¨a¨ esitysta¨ ja¨a¨ kaipaamaan.
Jakona Laudatur ka¨ytta¨a¨ siis tasava¨lista¨ jakoa, kuten kirjan esimerkeissa¨
tehda¨a¨n ennen ala- ja yla¨summan ma¨a¨ritelmia¨.
Myo¨hemmin kirja jatkaa: ”Oletetaan, etta¨ ty-koordinaatistoon piirretty
ka¨yra¨ y = f(t) kulkee kokonaan t-akselin yla¨puolella. Olkoon A(x) sen alueen
ala, jota rajoittavat ka¨yra¨ y = f(t), t-akseli ja suorat t = a ja t = x. Ta¨llo¨in
funktiota A(x) kutsutaan pinta-alafunktioksi.”
Seuraavaksi La13 johtaa pinta-alafunktion derivaattafunktion ja tote-
aa: ”Integraalifunktion ma¨a¨ritelma¨n mukaan A(x) on funktion f(t) inte-
graalifunktio”. Nyt La13 osoittaa Analyysin peruslauseen ka¨ytta¨en pinta-
alafunktiota. Missa¨a¨n ei mainita, etta¨ funktio f voi yleisessa¨ tapauksessa
saada myo¨s negatiivisia arvoja.
Kirjan ladonta on yhta¨ vapaata kuin sarjan aiemmissa osissa, mika¨ tekee
esityksesta¨ epa¨selkea¨n oloisen. Onko se sitten helppolukuisempaa matema-
tiikkaa lukemaan tottumattomalle lukijalle? Joka tapauksessa ero vastaavan
kurssin Matematiikan taito -kirjan kanssa on huomattava. Tosin Matema-
tiikan taidon kirjan MT13 esipuheessa tekija¨t huomauttavat, etta¨ teos on
sarjan kirjoista haastavin, koska siihen sisa¨ltyy paitsi lukiotason myo¨s yli-
opistotason asiaa ja opettajan varaan ja¨a¨ pa¨a¨tta¨a¨, mita¨ asioita kirjasta pai-
notetaan. Matematiikasta kiinnostuneet voivat opiskella pois ja¨tettyja¨ tai
nopeammin ka¨siteltyja¨ kohtia itsena¨isesti.
Seuraavassa luvussa Laudatur esittelee integroimiskeinoina osamurtoihin
jaon ja osittaisintegroinnin. Sijoitusmenetelma¨a¨ kirjassa ei ka¨sitella¨! Osamur-
toja La13 ka¨sittelee monipuolisemmin kuin MT13 esitellen muun muassa
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tapauksen, jossa nimitta¨ja¨lla¨ on moninkertaisia juuria. Laudaturin tekija¨t
toteavat alkusanoissa, etta¨ mekaanisia tehta¨via¨ sarjassa on runsaasti, jotta
perustaidot opittaisiin ja muistettaisiin.
La13 ka¨sittelee viela¨ epa¨oleellisia integraaleja ja jatkuvia jakaumia. Epa¨-
oleellisten integraalien yhteydessa¨ tarkasteltavasta funktiosta oletetaan, etta¨
se on ei-negatiivinen ja jatkuva avoimella va¨lilla¨ ]a, b[.
Lukion Calculus aloittaa osittaisintegroinnin, osamurtoihin jaon ja sijoi-
tuskeinon esittelylla¨. Osamuroja LC8 ka¨sittelee kattavammin kuin MT13
ja La13. Seuraavaksi ka¨sitella¨a¨n paloittain ma¨a¨ritellyn funktion integroin-
tia. Epa¨olennaisia integraaleja kirjassa ka¨yda¨a¨n la¨pi Luvun 3 tavoin, jonka
ja¨lkeen jatkuvia todenna¨ko¨isyysjakaumia ka¨sitella¨a¨n lyhyesti. Kirja pa¨a¨ttyy
lyhyeen differentiaaliyhta¨lo¨ita¨ ka¨sitteleva¨a¨n lukuun, jota merkita¨a¨n ta¨hdella¨
eli luku ei varsinaisesti kuulu kirjan keskeisimpiin sisa¨lto¨ihin.
Pitka¨ matematiikka esittelee Lemman 3.1.2 Matematiikan taidon tavoin
Integraalilaskennan peruslauseena, mutta ei todista sita¨. PM13 aloittaa inte-
graalifunktion kertaamisella. Johdantoesimerkin kautta pa¨a¨dyta¨a¨n tarkaste-
lemaan va¨lilla¨ A jatkuvaa funktiota f : ”Olkoon a jokin va¨lin A piste. Ta¨llo¨in∫ x
a
f(t) dt
on va¨lilla¨ A ma¨a¨ritelty muuttujan x funktio. Funktion arvo kohdassa x on
funktion f ma¨a¨ra¨tty integraali a:sta x:a¨a¨n.” ”Muuttujan x funktion∫ x
a
f(t) dt
derivaattafunktio on f(x) eli
Dx
∫ x
a
f(t) dt = f(x).”
Epa¨olennaisia integraaleja PM13 na¨ytta¨isi ka¨sitteleva¨n varsin kattavasti.
Ta¨ma¨n ja¨lkeen siirryta¨a¨n jatkuviin todenna¨ko¨isyysjakaumiin. Tiheysfunktion
ma¨a¨rittelyn yhteydessa¨ PM13 toteaa: ”Tiheysfunktiolta ei vaadita, etta¨ se
on kaikkialla jatkuva. Siksi merkinta¨∫ ∞
−∞
f(x) dx
on nyt hieman harhaanjohtava, silla¨ epa¨jatkuville tiheysfunktioille merkinna¨n
ka¨ytto¨ edellytta¨a¨ yleisempa¨a¨ ma¨a¨ra¨tyn integraalin ka¨sitetta¨ kuin lukio-opin-
tojen ma¨a¨ra¨tty integraali. Ta¨sta¨ ei ka¨yta¨nno¨ssa¨ aiheudu ongelmia, silla¨ kirjan
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esimerkeissa¨ ja tehta¨vissa¨ integraalit voidaan laskea integroiden tavalliseen
tapaan sopivasti valituilla va¨leilla¨.” Osittaisintegrointia, sijoitusmenetelma¨a¨
tai osamurtoja ei kirjassa ka¨sitella¨!
Pyramidi aloittaa integroimismenetelmilla¨: murtolausekkeen integrointi,
osittaisintegrointi ja integrointi sijoitusmenetelma¨lla¨. Sijoitusmenettelya¨ kir-
ja perustelee kirjasarjoista ta¨sma¨llisimmin. Epa¨oleellisia integraaleja Py13
ka¨sittelee myo¨s kattavasti. Se tosiasia, etta¨ epa¨oleellinen integraali on ma¨a¨-
ra¨tyn integraalin yleistys tulee parhaiten ilmi Pyramidissa. Kirjan varsinai-
nen kurssimateriaali pa¨a¨ttyy jatkuvia jakaumia ka¨sitteleva¨a¨n lukuun.
Kaikki kirjat vastaavat opetussuunnitelman perusteissa asetettuihin oppi-
mistavoitteisiin ja keskeisiin sisa¨lto¨ihin ainakin integraalilaskennan kohdalla.
Kirjojen ladonta ja esitystyyli merkinto¨ineen noudattaa kutakuinkin samaa
linjaa kuin kurssin Integraalilaskenta kohdalla. MT13 vaikuttaa teoreettisim-
malta, mutta on samalla melko ta¨sma¨llinen. Yksika¨a¨n kirjasarja ei ka¨sittele
numeerista integrointia.
4.3 Oppimateriaalin struktuuri pedagogiselta kannalta
Tutkitaan seuraavaksi, miten oppikirjat suhtautuvat lukion opetussuunnitel-
man perusteissa pitka¨lle matematiikalle asetettuihin yleisiin oppimistavoit-
teisiin ja minka¨laista oppimiska¨sitysta¨ kirja tukee (vrt. Luku 2)? Tekstin kie-
lelliseen ilmaisuun kiinniteta¨a¨n nyt huomiota erityisesti oppimisen kannalta.
Analysoidaan kirjojen la¨hestymistapoja: Kuinka uusiin ka¨sitteisiin pa¨a¨sta¨a¨n
ja miten ne linkittyva¨t aikaisempiin ka¨sitteisiin ja opiskelijan aiempaan tie-
toon. Materiaaleja tarkastellaan erityisesti opiskelijan motivoinnin kannalta
ja analysoidaan kirjasarjoissa esiintyvia¨ esimerkki- ja harjoitustehta¨via¨. Ote-
taan analyysiin mukaan ainoastaan kurssia Integraalilaskenta varten kirjoi-
tetut oppikirjat eli teokset MT10, La10, LC5, PM10 ja Py10.
4.3.1 Yleiset oppimistavoitteet ja keskeiset sisa¨llo¨t
Kaikki oppikirjat ta¨ytta¨va¨t lukion opetussuunnitelman perusteissa maini-
tut kurssikohtaiset vaatimukset ka¨sitteiden osalta. Lisa¨ksi ka¨sitteita¨ sovelle-
taan kattavasti, joten ainakin oppikirjat mahdollistavat opiskelijalle sellaisten
valmiuksien kehittymisen, joita tarvitaan jatko-opinnoissa. Opiskelijaa ohja-
taan tekema¨a¨n havaintojensa pohjalta kysymyksia¨ ja perustelemaan niita¨,
ehka¨ ta¨ma¨ puoli ja¨a¨ kuitenkin enemma¨n opetustilanteiden varaan. Kaik-
ki kirjat ainakin pyrkiva¨t etenema¨a¨n johdonmukaisesti. Matematiikan taito
ja Pyramidi ovat ehka¨ ta¨sma¨llisimpia¨, mutta on niissa¨kin puutteensa. Kui-
tenkin parhaan kuvan matemaattisesta tekstista¨, kielesta¨ ja merkinno¨ista¨
saa juuri na¨ista¨ kirjoista. Mahtaako kuitenkin runsaasta teoreettisuudesta ja
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laajasta asiasisa¨llo¨sta¨ sitten olla haittaa opiskelijan aktiiviseen tiedon pro-
sessointia ajatellen, toisin sanoen tuleeko jo liikaa kognitiivista kuormaa,
joka laskee sitten opiskelijan motivaatiota? Toisaalta Laudatur puolestaan
kirjoittaa matematiikkaa jo liian vapaasti. Kaikki kirjasarjat kehottavat ja
ohjaavat ka¨ytta¨ma¨a¨n teknisia¨ apuva¨lineita¨ oppimisen tukena, enemma¨n tai
va¨hemma¨n. Voidaan siis todeta, etta¨ kirjasarjat vastaavat lukion opetus-
suunnitelman perusteissa asetettuihin yleisiin oppimistavoitteisiin ja keskei-
siin sisa¨lto¨ihin.
4.3.2 Motivointi
MT10 kertoo kirjan alkusanoissa integraalilaskennan historiasta, tosin hyvin
lyhyesti. Muutkin oppikirjat ka¨sitteleva¨t enemma¨n tai va¨hemma¨n integraa-
lilaskennan historiaa. Integraalifunktion ka¨site tulee Matematiikan taidossa
motivoitua derivoimisen ka¨a¨nteistehta¨va¨na¨, ma¨a¨ra¨tty integraali sen sijaan
ka¨yra¨n kaaren alle ja¨a¨va¨n pinta-alan arvioimistehta¨va¨n kautta. Na¨in menet-
telee myo¨s muut oppikirjat. Pyramidi motivoi integraalifunktion ka¨sitteen
eritta¨in lyhyesti kirjan johdannossa ja varsinaisessa luvussa antaa suoraan
integraalifunktion ma¨a¨ritelma¨n! Muutenkin kytko¨kset aiempiin ka¨sitteisiin
ja opiskelijan motivointi on va¨ha¨isempa¨a¨ Pyramidissa muihin oppikirjoihin
verrattuna. Lukion Calculuksessa on sivun pituinen, kattava, mutta ei lii-
an pitka¨ johdanto integraalilaskentaan. Pitka¨ matematiikka la¨htee liikkeelle
kaukaa kertaamalla ensin derivointia ja asettamalla sitten ongelman, jos-
sa haetaan tietoa ma¨a¨ra¨sta¨, kun muutosnopeus tiedeta¨a¨n. Integraalifunk-
tion ka¨sitteeseen pa¨a¨sta¨a¨n siis konkreettisen sovellusongelman kautta. Sa-
moin ma¨a¨ra¨tyn integraalin ka¨sitteeseen pa¨a¨sta¨a¨n pitka¨llisen prosessin kaut-
ta. Kirjan tekija¨t toteavatkin kirjan esipuheessa, etta¨ tarkoituksena on ollut
tehda¨ kirja, jonka avulla opiskelija ymma¨rta¨a¨ matematiikan erityisluonteen,
jossa teoreettinen kohtaa ka¨yta¨nno¨llisen ja jossa luova oivaltaminen kohtaa
ta¨sma¨llisen loogisuuden. Uusi tieto kootaan ja perustellaan ja lisa¨esimerkit
syventa¨va¨t tiedon ka¨ytto¨a¨.
Matematiikan taidon jokainen alaluku alkaa ”alkupalalla”. Alkupala on
yksi tai useampi tehta¨va¨, joka liitta¨a¨ aiemmin opitun asian tulevaan samal-
la motivoiden ja hera¨tta¨en uusia kysymyksia¨. Esimerkiksi Integraalifunktion
ma¨a¨ritelma¨ -alaluvun yhteydessa¨ on seuraava alkupala:
(a) ”Ilmoita jokin funktio, jonka derivaatta on 3x2.
(b) Ilmoita kaksi funktiota, joiden molempien derivaatta on 2x.”
Myo¨s Pitka¨ matematiikka la¨htee usein liikkeelle vastaavantyylisella¨ ongelma-
tehta¨va¨lla¨. Laudatur aloittaa usein esimerkilla¨, jonka pohjalta uutta teoriaa
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rakennetaan. Lukion Calculus ja eritoten Pyramidi aloittavat paljon suo-
remmin. Matematiikan taidossa ja Pitka¨ssa¨ matematiikassa ei ole vastaus-
ta tai ratkaisua alun ongelmatehta¨viin, mika¨ on hyva¨ asia, silla¨ se hera¨tta¨a¨
lukijassa paljon enemma¨n itsena¨ista¨ ajattelua, kuin valmiiksi ratkaistun esi-
merkin lukeminen. Toisaalta Laudaturissa on Testaa la¨to¨taitosi ja Testaa
hyva¨t taitosi -kertaustehta¨va¨osiot seka¨ ka¨sitekartta. Laudaturissa on jokai-
sen luvun lopussa ”PS” -tehta¨va¨, joka usein tarjoaa mielenkiintoista pohdit-
tavaa, kuten Mo¨biuksen nauhan analysointia. Tehta¨va¨t eiva¨t kuitenkaan aina
va¨ltta¨ma¨tta¨ liity kyseiseen lukuun milla¨a¨n tavalla. Laudaturin jokaisen luvun
harjoitustehta¨vissa¨, viimeista¨ lukua lukuun ottamatta, on viimeinen tehta¨va¨
joko englanniksi tai ruotsiksi. Kaikki kirjat, Pitka¨a¨ matematiikkaa lukuun ot-
tamatta, tarjoavat vanhoja ylioppilaskoetehta¨via¨. Toisaalta kirjoista lo¨ytyy
sovellustehta¨via¨ esimerkiksi fysiikkaan ja arkiela¨ma¨a¨n.
4.3.3 Esimerkit
Kaikissa kirjoissa esimerkit tukevat hyvin teorian oppimista matemaattisten
ka¨sitteiden ja menetelmien osalta. Esimerkiksi integraalifunktion ma¨a¨ritel-
ma¨n ja¨lkeen on esimerkkeja¨, joissa testataan ka¨sitteen oppimista: kysyta¨a¨n,
onko annettu funktio toisen funktion integraalifunktio. Esimerkkien kaut-
ta konstuoidaan myo¨s uutta. Laudatur ja Pitka¨ matematiikka vaikuttaisi-
vat ka¨ytta¨va¨n ta¨ta¨ menetelma¨a¨ parhaiten. Matematiikan taito ja Pyramidi
tuntuvat antavan paljon herkemmin valmiiksi pureskeltua teoriaa. Kuiten-
kin kaikki oppikirjasarjat ka¨ytta¨va¨t myo¨s johdantoesimerkkeja¨. Tosin Lukion
Calculuksessa on ennemminkin johdanto-ongelma, jonka kautta pa¨a¨dyta¨a¨n
uusien ka¨sitteiden ma¨a¨ritelmiin. Na¨ma¨ ongelmat ovat hyvin yleisessa¨ muo-
dossa. Ka¨sitteiden ma¨a¨ritelmien ja¨lkeen on la¨hinna¨ soveltavia esimerkkeja¨.
Na¨ita¨kin on va¨hemma¨n kuin muissa kirjoissa. Taulukosta 1 na¨keekin, etta¨
Lukion Calculuksessa on varsin va¨ha¨n esimerkkeja¨ muihin teoksiin verrat-
tuna. Yleensa¨ kirjojen esimerkeissa¨ on kattavasti soveltavaa ja syventa¨va¨a¨
ainesta.
4.3.4 Harjoitustehta¨va¨t
Kaikki kirjat tarjoavat kattavasti harjoitustehta¨via¨, MT10 ja PM10 ehka¨
eniten. Kirjat jakavat tehta¨va¨t perustason tehta¨viin ja syventa¨viin tehta¨viin,
lukuun ottamatta Pyramidia, jossa tehta¨va¨t on aseteltu kutakuinkin vai-
keusja¨rjestykseen. Kaikissa muissa kirjasarjoissa, paitsi Pitka¨ssa¨ matematii-
kassa on mukana myo¨s vanhoja ylioppilaskoetehta¨via¨.
Kirjoissa perustehta¨va¨t ovat kirjan esimerkkitehta¨vien kaltaisia, syventa¨-
va¨t tehta¨va¨t vaativampia. Matematiikan taidossa ja Laudaturissa soveltavat
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tehta¨va¨t ovat vasta kirjan loppupuolella, kun taas muissa teoksissa soveltu-
via tehta¨via¨ on pitkin kirjaa, parhaiten ehka¨ Lukion Calculuksessa. Lukion
Calculuksessa on myo¨s graafisen laskimen ka¨tto¨o¨n liittyvia¨ tehta¨via¨. Puhdas-
ta matematiikkaa (eritoten todistustehta¨via¨) vaikuttaisi eniten olevan Mate-
matiikan taidon tehta¨vissa¨.
La10, LC5 ja Py10 tarjoavat tehva¨viin ainoastaan vastaukset. Matema-
tiikan taidossa on tuloksia ja ohjeita, tosin ohjeita eritta¨in niukasti. PM10
antaa vastauksien lisa¨ksi varsin kattavat ohjeet tehta¨vien ratkaisuja varten.
4.3.5 Eriytta¨minen
Pitka¨n matematiikan kirjoittajat toteavat, etta¨ kirjan esimerkit on laadit-
tu niin, etta¨ opiskelijat voivat omaksua ne myo¨s itsena¨isesti. ”Siten tunti-
tyo¨skentelyssa¨ voidaan usein jo aikaisessa vaiheessa siirtya¨ itsena¨iseen har-
joitteluun, jolloin opiskelijat eteneva¨t omassa tahdissaan kirjan esimerkkeja¨
hyo¨dynta¨en.” Myo¨s muita kirjoja voi varsin hyvin lukea itsena¨isesti. MT10 ja
Py10 saattavat tosin varsin teoreettisesta ja tiiviista¨ esitystavastaan johtuen
olla kaikkein vaativimpia kirjoja itsena¨isesti luettaviksi. Toisaalta MT10 tar-
joaa parhaan kuvan puhtaasta matematiikasta, todistamisesta, matemaatti-
sista merkinno¨ista¨ ja kielesta¨ seka¨ matemaattisen tekstin rakenteesta. Kirjan
tutkimustehta¨va¨t ovat eritta¨in haastavia ja MT10 tarjoaakin parhaan teok-
sen nopeasti etenevien opiskelijoiden eriytta¨miseen. Lukion Calculus, Pitka¨
matematiikka seka¨ Laudatur tarjoavat enemma¨n kielennettya¨ matematiik-
kaa, jos sellaista haluaa. Laudatur on ehka¨ teoksena helpoin, tosin kielen suh-
teen ja¨a¨ toivomisen varaa. Laudatur on paikka paikoin matematiikan suhteen
myo¨s varsin epa¨ta¨sma¨llinen.
4.3.6 Teksti oppimisen kannalta
Kuten jo useamman kerran edella¨ todettiin, MT10 ja Py10 ovat kieliasultaan
teoreettisimpia. Silti ne noudattavat parhaiten matematiikan kirjoittamisel-
le asetettuja standardeja. Kielellinen ilmaisu on yleensa¨ kirjoissa selkea¨a¨ ja
ymma¨rretta¨va¨a¨ ja tukee oppimista.
4.3.7 Oppimiska¨sitys
Kaikkia kirjoja voi ka¨ytta¨a¨ nykyaikaisen konstruktivistisen oppimiska¨sityk-
sen mukaisen opetuksen tukena. Parhaiten ta¨ta¨ mahdollisuutta tukevat Pitka¨
matematiikka ja Lukion Calculus. Tosin Lukion Calculus toteaa kirjan al-
kusanoissa: ”Kirja opastaa mallintamiseen ja analyyttiseen ajatteluun, mut-
ta ei ole sitoutunut ongelmakeskeiseen la¨hestymistapaan.” Pyramidi ja¨tta¨a¨
suurimman haasteen opettajalle konstruktivistista opetustapaa ka¨ytetta¨essa¨.
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Toisaalta tiiviin ja selkea¨n esitystavan vuoksi MT10 ja Py10 ovat helppoja
kerrata ja kirjat toimivat ka¨sikirjan tapaan. Kaikki kirjat tukevat hyvin luki-
jan proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon muodostusta. Proseduraalista
tietoa kehitta¨a¨ kirjojen lukuisat laskutehta¨va¨t ja konseptuaalista tietoa las-
kutehta¨via¨ enemma¨n kehitta¨va¨t soveltavat tehta¨va¨t tai ylipa¨a¨ta¨a¨n tehta¨va¨t,
joissa tarvitsee ymma¨rta¨a¨ ka¨sitteiden ma¨a¨ritelmia¨ ja niiden va¨lisia¨ suhteita.
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5 Lopuksi
Ta¨ma¨n tutkielman tarkoituksena oli siis analysoida lukion eri oppikirjasar-
joja integraalilaskennan osalta. Toisaalta tutkittiin kirjojen eroavaisuuksia,
toisaalta suhdetta lukion opetussuunnitelman perusteisiin. Vertailua teh-
tiin toisaalta kirjojen matemaattisen sisa¨llo¨n, toisaalta pedagogiikan osalta.
Ja¨rjestykseen teoksia ei kuitenkaan laitettu.
Kaikki kirjat soveltuvat hyvin nykyaikaisen konstruktivistisen opetusme-
todin avuksi. Matematiikan taito ja Pyramidi ovat muita kirjasarjoja teo-
reettisempia.
Kaikki kirjat vastaavat lukion opetussuunnitelman perusteiden asetta-
miin tavoitteisiin. Opetussuunnitelman perusteiden va¨ljyydesta¨ johtuen kir-
jasarjoissa on kuitenkin useita eroavaisuuksia. Yhtena¨ esimerkkina¨ eroista on
ma¨a¨ra¨tyn integraalin ma¨a¨ritelma¨n antamisessa: MT10 ja Py10 ma¨a¨ritteleva¨t
ka¨sitteen Riemannin summien avulla, LC5 ka¨ytta¨ma¨lla¨ ala- ja yla¨summia.
Sen sijaan Laudatur ja Pitka¨ matematiikka antavat ma¨a¨ra¨tyn integraalin
ma¨a¨ritelma¨n jollakin va¨lilla¨, joka sisa¨lta¨a¨ luvut a ja b, jatkuvalle funktiol-
le f jonkin ta¨ma¨n funktion integraalifunktion F avulla seuraavasti:∫ b
a
f(x) dx = F (b)− F (a).
Lisa¨ksi Laudatur ja¨tta¨a¨ mainitsematta, etta¨ olettaa funktion f jatkuvak-
si. Laudaturissa on muutenkin ehka¨ eniten puutteita seka¨ matemaattisen
sisa¨llo¨n etta¨ kielen suhteen. Kaikissa kirjoissa on kuitenkin omat hyva¨t ja
huonot puolensa. Opettajan harkinnan varaan ja¨a¨ valita, millainen kirja tu-
kisi parhaiten ha¨nen opetustaan ja opiskelijaryhma¨a¨nsa¨. Ja toisaalta opettaja
ei opeta varsinaisesti oppikirjaa, vaan itse ainetta.
Symbolisia laskimia saa nykyisin ka¨ytta¨a¨ ylioppilaskirjoituksissa. Aika
na¨ytta¨a¨, kuinka oppimateriaalit ottavat ta¨ma¨n seikan jatkossa huomioon.
Toisaalta la¨hiaikoina saadaan uudet lukion opetusuunnitelman perusteet. On
mielenkiintoista seurata, mika¨ muuttuu nykyisiin verrattuna. Viela¨, kun ta-
voitteena on, etta¨ oppimateriaaleista tehda¨a¨n tulevaisuudessa sa¨hko¨isia¨, niin
muutoksia on la¨hivuosina mahdollisesti tiedossa useita.
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